Є.В. Шибецький

Задачі
на виконання роботи та продуктивність праці
елементи прикладної математики



Задача – це вимога виконати що-небудь або запитання, рівнозначне такій вимозі. В алгебраїчних задачах найчастіше вимагається що-небудь обчислити, довести, перетворити, дослідити.
Прикладними задачами в математиці називають такі, умови яких містять нематематичні поняття. Задачі на виконання роботи та продуктивність праці є прикладними, оскільки використовують фізичні поняття роботи та продуктивності (потужність, швидкість виконання роботи).

Розв’язуючи прикладну задачу математичними методами, спочатку створюють її математичну модель – систему математичних співвідношень, яка наближено в абстрактній формі описує досліджуваний об’єкт, процес або явище. Математичні моделі створюють з математичних понять і відношень: геометричних фігур, чисел, виразів тощо. Математичними моделями здебільшого бувають функції, рівняння, нерівності, їх системи.
У більшості випадків задачі на роботу зводяться до математичної моделі, яка є рівнянням або системою рівнянь. Система рівнянь (або рівняння), яку потрібно скласти за умовою задачі на роботу, зазвичай містить наступні величини:

· час t, протягом якого виконується робота,

· продуктивність N – робота , виконана за одиницю часу,

· робота A, виконана за певний час t.

Рівняння, що пов’язує ці три величини, має вигляд: [image: image1.wmf]t
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Розв’язування задачі на роботу та її продуктивність математичними методами здійснюється в три етапи:

· створення математичної моделі даної задачі;

· розв’язування відповідної математичної задачі;

· аналіз відповіді (повернення до прикладної умови).

Приклад 1. Перша бригада може виконати завдання на 6 год швидше, ніж друга. Через дві години після того, як почала працювати друга бригада, до неї приєдналася перша. Через 3 год спільної роботи виявилося, що виконано [image: image2.wmf]3

2

 завдання. За скільки годин може виконати завдання кожна бригада, працюючи окремо?

Розв’язання. 
І етап. Нехай x – час в годинах, за який перша бригада виконає завдання самостійно, A – робота, яку потрібно виконати. Тоді друга бригада виконує все завдання за [image: image3.wmf](

)

6

+

x

 год, а продуктивності бригад становлять [image: image4.wmf]x
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 відповідно.
За 2 год роботи друга бригада виконає роботу [image: image6.wmf]6
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, а за 3 год спільної роботи бригади виконають [image: image7.wmf]÷
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. За умовою через 2 години роботи другої бригади та 3 години спільної роботи було виконано [image: image8.wmf]3
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 всієї роботи. 
ІІ етап. Відповідно до умови у вибраних позначеннях маємо: [image: image9.wmf]A
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, звідки випливає, що [image: image10.wmf]3
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, а після відкриття дужок та зведення подібних доданків [image: image11.wmf]0
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. Звівши до спільного знаменника, отримаємо [image: image12.wmf](
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). Розв’язавши квадратне рівняння, отримаємо корені 
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ІІІ етап. Отже, перша бригада може самостійно виконати завдання за 9 год, а друга за 9+6=15 (год).
Відповідь: 9 год, 15 год.

Приклад 2. Один із робітників виконує третину певної роботи на 5 год повільніше, ніж другий четверту частину тієї самої роботи. Якщо робітники працюватимуть разом, то виконають цю роботу за 8 год. За скільки годин може виконати цю роботу кожен робітник, працюючи самостійно?
Розв’язання.

І етап. Нехай перший робітник виконує всю роботу самостійно за х год, а другий – за y год. Тоді перший виконає третину роботи за [image: image18.wmf]3
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 год, а другий четверту частину – за [image: image19.wmf]4
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 год. За умовою будемо мати, що [image: image20.wmf]4
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. Працюючи разом, робітники виконують за одну годину [image: image21.wmf]÷
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частину роботи. За умовою, разом вони виконують роботу за 8 год, тому рівняння продуктивності матиме вигляд [image: image22.wmf]8
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ІІ етап. Отже, задача зводиться до системи рівнянь [image: image24.wmf]ï
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 . Виразивши з першого рівняння системи [image: image25.wmf]15
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, підставимо в друге рівняння і отримаємо: [image: image26.wmf]ï
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Оскільки друге рівняння залежить лише від однієї змінної, розв’яжемо його. Помножимо ліву і праву частину рівняння на [image: image27.wmf]÷
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. Після відкриття дужок і зведення подібних доданків отримаємо квадратне рівняння [image: image29.wmf]0
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, яке має корені
[image: image30.wmf]3
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ІІІ етап. Отже, другий робітник виконає всю роботу за 12 год, а перший – за [image: image32.wmf]24
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Відповідь: 24 год, 12 год.

Іноді зручно дані математичної моделі записувати у вигляді таблиці. Це дозволяє значно краще орієнтуватись у даних.
Приклад 3. Два трактористи зорали поле за 12 год спільної роботи. За скільки годин може зорати це поле кожний тракторист окремо, якщо перший може це зробити на 10 год швидше, ніж другий?

Розв’язання. 

І етап. Нехай х – кількість годин, за які перший трактор може згорати поле. Аналізуючи умову задачі, заповнимо таблицю.
	Трактор
	Час, за який зоре поле один
	Продуктивність

тракторів
	Час, за який зорють разом
	Спільна продуктивність

	І
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	[image: image33.wmf]x
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Отже, рівняння продуктивності має вигляд: [image: image36.wmf]12
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ІІ етап. Розв’яжемо складене рівняння. Для цього ліву і праву частини рівняння помножимо на спільний знаменник [image: image38.wmf](
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. Це можна зробити, оскільки за умовою задачі [image: image39.wmf]0

¹

x

, [image: image40.wmf]0

>

x
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. Відкривши дужки та звівши подібні доданки, отримаємо квадратне рівняння [image: image42.wmf]0
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[image: image43.wmf]6
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ІІІ етап. Отже, перший трактор може зорати поле самостійно за 20 год, а другий – за [image: image45.wmf]30
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Відповідь: 20 год, 30 год.
Приклад 4. Слюсар може виконати замовлення за той самий час, що й два працюючих разом учні. За скільки годин може самостійно виконати замовлення слюсар і за скільки кожен з його учнів, якщо слюсар може виконати це замовлення на 4 год швидше, ніж перший учень, і на 9 год швидше, ніж другий?
Розв’язання.

І етап. Нехай слюсар може виконати замовлення за х год. Аналізуючи умову задачі, заповнимо таблицю.

	Робітник
	Час виконання роботи
	Продуктивність

	Слюсар
	х
	[image: image46.wmf]x
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	І учень
	х+4
	[image: image47.wmf]4
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	х+9
	[image: image48.wmf]9
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Оскільки слюсар може виконати замовлення за той самий час, що й учні разом, то сума продуктивностей учнів дорівнює продуктивності слюсара, тобто [image: image49.wmf]x
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ІІ етап. Розв’яжемо отримане рівняння. Зведемо рівняння до спільного знаменника: [image: image51.wmf](
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, а після елементарних перетворень [image: image52.wmf](
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[image: image53.wmf]6
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ІІІ етап. Отже, слюсар виконає замовлення за 6 год, перший учень – за 6+4=10 (год), а другий – за 6+9=15 (год).

Відповідь: 6 год, 10 год, 15 год.

Іноді,  розв’язуючи прикладні задачі, за роботу зручно взяти якусь іншу величину: кількість вироблених деталей, пошитих суконь, надрукованих сторінок тощо. 
Приклад 5. Один оператор комп’ютерного набору повинен набрати рукопис, що складається зі 120 сторінок, а другий – зі 100 сторінок. Перший щогодини набирає на 1 сторінку більше, ніж другий. Скільки сторінок набирає щогодини кожний з операторів, якщо перший закінчив роботу на 1 год швидше, ніж другий?
Розв’язання.

І етап. Нехай перший оператор набирає щогодини х сторінок рукопису. Занесемо умову задачі в таблицю.

	Оператор
	Продуктивність
	Робота (кількість сторінок)
	Час виконання

	І
	х
	120
	[image: image55.wmf]x
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	100
	[image: image56.wmf]1
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Оскільки перший оператор закінчив роботу на 1 год раніше, ніж другий, то рівняння часу буде мати вигляд [image: image57.wmf]1
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ІІ етап. Розв’яжемо складене рівняння. Перенесемо всі доданки в ліву частину, знайдемо спільний знаменник, відкриємо дужки і зведемо подібні доданки в чисельнику. Отримаємо:
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Розв’язками останнього рівняння є

[image: image60.wmf]24
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 - не задовольняє умову задачі,
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ІІІ етап. Отже, перший оператор набирає за годину 5 сторінок, а другий – 5‑1=4 (ст.)

Відповідь: 5 ст., 4 ст.
 Приклад 6. Один оператор комп’ютерного набору набирав певний рукопис протягом однієї години, після чого до нього приєднався другий. Через 2 год після початку роботи другого оператора було набрано половину рукопису. За скільки годин може набрати рукопис кожен оператор, працюючи самостійно, якщо другому оператору на це потрібно на 3 год більше, ніж першому?

Розв’язання.

І етап. Нехай х – кількість годин, які необхідні першому оператору для набору всього рукопису. Заповнимо таблицю відповідно до умови задачі.

	Оператор
	Час роботи для набору тексту самостійно
	Продуктивність
	Час роботи фактично

	І
	х
	[image: image62.wmf]x
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	ІІ
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	[image: image63.wmf]3
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Отже, рівняння продуктивності [image: image64.wmf]A
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ІІ етап. Розв’яжемо рівняння:

[image: image66.wmf](
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[image: image69.wmf]2
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ІІІ етап. Отже, перший оператор може набрати рукопис самостійно за 9 год, а другий – за 9+3=12 (год).

Відповідь: 9 год, 12 год.

До задач на роботу можна з певними змінами віднести і задачі на перекачування рідин насосами. За виконану роботу в цьому випадку зручно взяти об’єм рідини, яка перекачана.

Приклад 7. Для наповнення басейну через першу трубу потрібно стільки само часу, що й для наповнення через другу і третю трубу одночасно. Скільки часу потрібно для наповнення басейну окремо кожною трубою, якщо через першу наповнюють басейн на 2 год швидше, ніж через третю, і на 8 год швидше, ніж через другу?
Розв’язання.

І етап. Нехай перша труба може наповнити басейн за х год. Заповнимо таблицю відповідно до умови задачі.

	Труба
	Час наповнення, год
	Продуктивність, м3/год

	І
	х
	[image: image71.wmf]x
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	[image: image72.wmf]8
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Оскільки перша труба наповнить басейн за той самий час, що й дві інші разом, то маємо рівняння продуктивності, [image: image74.wmf]2
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ІІ етап. Розв’яжемо складене рівняння:

[image: image76.wmf](
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Коренями рівняння є числа
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ІІІ етап. Отже, перша труба може заповнити басейн за 4 год, друга – за 4+8=12 (год), а третя – за 4+2=6 (год).

Відповідь: 4 год, 12 год, 6 год.

Приклад 8. Через одну трубу басейн наповнюється на 3 год швидше, ніж через другу спорожнюється. Якщо обидві ці труби відкрити одночасно, то басейн наповниться за 36 год. За скільки годин самостійної роботи перша труба може наповнити басейн, а друга – спорожнити?

Розв’язання.
І етап. Нехай перша труба може наповнити басейн за х год, наповнюючи за 1 год [image: image80.wmf]x
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 частину басейну. Якщо відкрити 2 труби, то за 1 год буде наповнюватись [image: image83.wmf]3
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 частина басейну, що становить [image: image84.wmf]36
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 басейну. Маємо рівняння [image: image85.wmf]36
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ІІ етап. Розв’яжемо рівняння:
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Корені рівняння:
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 (год).

ІІІ етап. Отже, перша труба може наповнити басейн за 9 год, а друга спорожнити за 9+3=12 (год).

Відповідь: 9 год, 12 год.


ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО ОПРАЦЮВАННЯ
1. Дві бригади, працюючи разом, зорали поле за 6 днів. За скільки днів може зорати поле кожна бригада, працюючи самостійно, якщо другій бригаді на це потрібно на 5 днів менше, ніж другій?
2. Дві бригади повинні виготовити по 450 деталей. Перша виготовляє за годину на 5 деталей більше, ніж друга, тому друга бригада виконала завдання на 1 год пізніше, ніж перша. Скільки деталей щогодини виготовляла кожна бригада?
3. Два робітники, працюючи разом, можуть виконати завдання за 4 год. За скільки годин може виконати завдання кожен робітник, працюючи самостійно, якщо один з них може це зробити на 6 год швидше, ніж інший?
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