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Задачі на розв'язування рівнянь 1-го степеня зустрічаються ще в вавилонських клинописних текстах. У них є деякі задачі, що приводять до утворення квадратних  і навіть кубічних рівнянь, причому останні розв'язували способом підбору коренів. Давньогрецькі математики знайшли  геометричну формулу розв'язку квадратних рівнянь. В геометричній же формі  арабський математик Омар Хайям досліджував кубічне рівняння, хоч і не знайшов  загальної формули для його  розв'язування. Розв'язок кубічного рівняння було знайдено  на початку ХVІ ст.  в Італії. Після того як Сципіон дель  Ферро розв'язав  один частинний випадок цих рівнянь, і 1535р., італієць Тарталья знайшов загальну формулу . Він довів, що корені рівняння x3 +px+q =0 мають вид
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.

У математику цей вираз увійшов під назвою формули Кардано, по імені  ученого, який дізнався  про неї від Тартальї і опублікував в 1545р.  в своїй книзі «Велике мистецтво алгебраїчних правил».

Учень Кардано, молодий математик Феррарі, розв'язав загальне рівняння 4-го степеня. Після цього на протязі двох з половиною століть продовжувалися пошуки формули для розв'язування рівнянь  5-го степеня. В 1823 році норвезький математик Нільс Хенрік  Абель довів, що такої формули не існує. Точніше сказати, він довів, що корені загального рівняння п'ятого степеня не можна виразити через його коефіцієнти з допомогою арифметичних дій і операції добування кореня.

Поряд з пошуками формули для розв'язування рівнянь 5-го степеня  проводилися і інші дослідження в області теорії алгебраїчних рівнянь. Великий Ф.Вієт встановив зв'язок між коефіцієнтами  рівняння і його коренями. Він довів, що якщо x1 ,  x2  … xn – корені рівняння хn+a1xn-1+…+an= 0, то справджуються рівності:  

          x1 + х2 +… + хn = - a1;

        x1 x2  + x1 x3 + xn-1 xn = a2;
        ………………………….

           x1 · x2  … xn = (-1)n · an , 

які і допомагають нам  в розв'язуванні рівнянь вищих степенів.

 Методи розв'язування рівнянь вищих порядків

Для  алгебраїчних рівнянь вищих степенів не існує єдиного загального методу розв'язування. Методи, які можна застосувати, базуються на загальному підході, коли дане рівняння поступово замінюється простішим. Для побудови ланцюжка рівносильних рівнянь  суттєвою є транзитивна властивість відношення рівносильності: якщо рівняння (1) рівносильне рівнянню (2), а рівняння (2) рівносильне рівнянню (3), то рівняння (3) рівносильне рівнянню (1).

Одним з найбільш доступних та доречних методів розв'язування рівнянь є метод розкладання на множники.

1. Метод розкладання на множники

Застосування цього методу ґрунтується на такій теоремі:
Теорема. Якщо f(x) з областю визначення І можна подати як f(x) = f1(x)· f2(x)·… fn(x) , де f1(x), f2(x), …,fn(x) мають область  визначення І, тоді множиною розв'язків рівняння  f(x) = 0 є об'єднання  множин розв'язків рівнянь f1(x) = 0; f2(x) = 0;… fn(x) = 0.
Доведення: нехай x = a - корінь рівняння (1). Тоді знаючи, що f(x) = f1(x)· f2(x)·… fn(x), маємо f(а) = f1(а)· f2(а)·… fn(а) = 0. Це можливо, за умови рівності добутку нулеві, коли один із множників дорівнює нулю. А тому один з коренів рівняння f(x) = 0 є коренем одного з рівнянь f1(x) = 0; f2(x) = 0; … fn(x) = 0.
І навпаки. Якщо х = а1 – корінь одного з рівнянь  f1(x) = 0; f2(x) = 0; … fn(x) = 0, то f(а1) = f1(а1)· f2(а1)·… fn(а1) = 0, тобто корінь довільного рівняння  f1(а1) = 0… fn(а1) = 0 є однозначно  і коренем рівняння f(x) =0.

Використовуючи цю теорему при розв'язування складних рівнянь, необхідно стежити, щоб при розкладанні на множники не змінювалася область визначення  рівняння. Контроль за виконанням  цієї вимоги передбачає находження області визначення рівняння, але часто це виявляється складнішим за саме розв'язання. Тому доцільно перш за все виписати всі застереження і, діставши розв'язки, звірити їх з накладеними умовами. Ці умови, разом з початковим рівнянням, доречно об'єднати у систему.
Приклад 1. Розв'язати рівняння : х6 – 1 = 0.

   Розв'язання. Скористаймося формулою різниці квадратів і запишемо рівняння як (х3 )2 - 1 = 0,

( х3 - 1 )( х3 + 1) = 0.
За формулою суми та різниці кубів маємо: (х-1)(х2+х+1)(х+1)(х2 - х+1) = 0, тоді       х – 1 = 0    або     х2 + х+1= 0            або   х+1= 0       або       х2 - х+1= 0, тоді

х1 = 1                   D =1 - 4= -3 = 3і2             х4 = -1                    D = 1 - 4= -3 = 3і2    

                              х2 = [image: image6.png]-1+iv3
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                                                             х6 = [image: image12.png]1-iv3





 Відповідь:   х1,2  = ± 1,   х3,4  = [image: image14.png]


,   х5,6  = [image: image16.png]



Якщо ліву частину рівняння не можна розкласти на множники  відомими способами  шкільного курсу, то знаючи, що ліва частина  рівняння многочлен, скористуємося теоремою Безу з наступним застосуванням схеми Горнера або діленням многочлена «кутом».

Якщо для многочленів Pn(x), Qm(x) i Ke(x), де (n,m,e)[image: image18.png]


N – степені многочленів, виконується рівність  Pn (x) = Qm (x) · Ke(x); n = m + e, то говорять, що кожен із многочленів  Qm (x) i Ke(x) є дільником  Pn (x). Як і на множині цілих чисел, так і на множині многочленів, операція ділення націло не завжди виконується. Тому і для  многочленів  визначена операція ділення з остачею.

Поділити з остачею многочлен Pn (x) на  Qm (x) – означає знайти такі єдині многочлени  Ke(x) і Re(x), що Pn (x) = Qm (x) · Ke(x) + Rк(x).

а) ділення многочлена «кутом». 

Якщо в многочленах відсутні одночлени з деяким степенем х, то перед тим як ділити їх, слід ввести відповідні  одночлени з нульовими коефіцієнтами 

Приклад 2. Поділити х3  + 5х? + 10х + 15 на (х + 2).

Розв'язання. х3 + 5х? + 10х + 15 = (х2 + 3х + 4)(х + 2) + 7.

х3  + 5х? + 10х + 15      х + 2

х3 + 2х?                         х2  + 3х + 4

      3х2 + 10х

      3х2 + 6х

              4х + 15

              4х + 8

                     7     

Приклад 3. (х3 +х – 2) / (х - 1) = х? + х + 2.

х3 + 0х? + х – 2      х – 1

х3 - х?                     х? + х + 2

      х? + х

      х? - х

            2х – 2 

            2х – 2 

                    0

б) Метод невизначених коефіцієнтів. 

Нехай дано многочлени

Pn (x) = p0 xn + p1 xn-1 + …  pn-1 x + pn (1)  і 

Qm (x) = q0 xm + q1 xm-1  + …  qm-1 x + q (2); m ≤ n, тоді  

Kn-m (x) = [image: image20.png]


xn-m  + c1xn-m-1 + … + cn-m     і остача

Rm-1 (x) = d0 xm-1 + d1xm-2 + …+  dm-1, 

де c1 ,c2 ,cn-m ,d0 ,d1 ,dm-1  - невідомі коефіцієнти.

Запишемо тотожну рівність  Pn (x) = Qm (x)· Kn-m (x) + Rm-1 (x)       (3)

1. Перемножимо многочлени  Qm (x) і Kn-m (x).

2. Зведемо подібні доданки в правій частині рівності (3)

3. Запишемо отриманий многочлен в канонічному вигляді.

4. Прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях х цього многочлена і многочлена Pn (x).

5. Утворимо систему n рівнянь відносно n невідомих c1 , c2 ,…,cn-m і d0 ,d1, dm-1.

6. Якщо d0 = d1 = …= dm-1 = 0, то Pn (x) ділиться на Qm (x) без остачі.

7. Якщо хоч один з (d0 ,d1 ,…, dm-1) ≠ 0, то утворюється остача, в якій степінь дорівнює максимальному степеню одночлена з (2), при якому коефіцієнт не дорівнює нулю.

Приклад 4. Поділити многочлен 2х5 + 8х4 - 3х3 + 11х2 – х + 3 на (х - 2).
	Алгоритмічний запис
	Реалізація алгоритмічного запису

	1.Записати многочлен-частку з відомим старшим коефіцієнтом
	2х4 + с1х3 + с2х2 + с3х + с4

	2. Записати остачу
	d0

	3. Записати тотожну рівність
	2х5 + 8х4 - 3х3 +11х2 – х + 3 = (х - 2) [image: image22.png]
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(2х4 + с1х3 + с2х2 + с3х + с4) + d0

	4.Звести подібні доданки в правій частині рівності
	2х5+(с1+4)х4 + (с2+2с1) х3  + (с3 +2с2)[image: image26.png]


 [image: image28.png]


 х2+( 2с3 + с4)х + 2с4 + d0

	5.Прирівняти коефіцієнти при однакових степенях х в лівій і правій частинах рівності  
	    8 = с1 + 4,

   -3 = с2 + 2с1,

   11 = с3 + 2с2,

   -1 = с4 + 2с3,

    3 = 2с4 + d0.

	6.Розв'язати систему
	с1 = 4;  с2 = -11;  с3 = 33;   с4 = - 67; 
 d0 =137

	7.Записати частку
	2х4 + 4х3-11х2 +33х - 67

	8.Записати остачу
	137


Отже, 2х5 + 8х4 - 3х3 + 11х2 – х + 3=(х - 2)( 2х4 + 4х3 - 11х2 + 33х - 67) + 137.

в) схема Горнера.

 При діленні многочлена Аn (x) =а0 xn + а1 xn-1 + … + аn-1 x + аn на двочлен (х-α) для визначення коефіцієнтів  частки застосовується схема, запропонована відомим англійським математиком  Горнером. Спосіб обчислення за цією схемою  ґрунтується на методі невизначених коефіцієнтів.

Нехай при діленні многочлена степеня n 

 Аn (x) = а0 xn + а1 xn-1 + …  аn-1 x +аn  на двочлен (х - α) дістали многочлен -частку  Bn-1 (x) = а0 xn-1 + b1xn-2 + … + bn-1 степеня n - 1, а в остачі  число. За методом невизначених коефіцієнтів маємо:

а0 хn + а1х n-1 + а2 хn-2 + …+ аn-2 х2 + аn-1 х + аn  = (а0 хn-1 + b1хn-2 + … + bn-2х + bn-1)( х -     - α) + r , тобто

а0 хn + а1х n-1 + а2 хn-2  + … + аn-2 х2  + аn-1 х + аn = а0 хn + b1хn-1 + b2 хn-2  + … + bn-1х -     - а0 αхn-1  - b1 αхn-2  - … - bn-2αх - bn-1α + r. 
Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях х у лівій і правій частинах рівності, знаходимо:

а1 = b1 - αа0,

а2 = b2 - αb1,

…………,

an-1 = bn-1 - αbn-2

an = r - αbn-1,  звідки дістанемо
b1 = а1 + αа0,

b2 = а2 + αb1,

…………….

bn-1 = an-1 + αbn-2,

r = an + αbn-1.    

Відповідний алгоритм обчислення коефіцієнтів частки  Bn-1 (x) і остачі r зручно записати у вигляді схеми:

а0           а1          а2      …      an-1         an
        ↓        αа0        αb1     …      αbn-2      αbn-1
α      а0           b1        b2    …       bn-1      r  

Приклад 5. Знайдемо частку  та остачу  від ділення многочлена  

6х3 - 12х? + 7х - 2 на двочлен (х - 3).

Розв'язання.     а0           а1          а2      а3

                                        6         -12      7      -2   
                          ↓        18     18     75

              α = 3   6       6      25     73    
Отже, часткою є многочлен 6х? + 6х + 25, а остача 73. Тоді 6х3 - 12х? + 7х - 2 =       = (6х? + 6х + 25)(х - 3) + 73. Знайдемо значення многочлена при х = 3, тоді 

6·33 - 12·33 + 7·3 – 2 = 73.

Кожного разу, поділивши многочлен Pn (x) на двочлен (х - α) і знайшовши остачу r, ми можемо скласти рівність  Pn (x) = (х - α)· Kn-1 (x) +  r, яка є правильною і якщо х = α, тобто  Pn (α) = r.

Цим самим ми показуємо істинність твердження, що відоме в математиці як теорема Безу.

Теорема. Остача  від ділення  многочлена Pn (x) на двочлен (х-α) дорівнює значенню цього многочлена, якщо х = α, тобто r = Pn (α).

Приклад 6. Знайдемо остачу від ділення многочлена   А(x) = х3 - 3х? + 7х - 4 на двочлен (х + 3). За теоремою Безу маємо r = А(-3) = (-3)3 - 3·(-3)2 + 7·(-3) – 4 =

 = -79.

Приклад 7. Розв'язати рівняння  х3 - 4х? + х + 6 = 0.

Розв'язання. Керуючись теоремою Вієта, сформульованою для многочлена    n-го степеня, при умові, що а0 = 1, приходимо до висновку, що раціональними коренями можуть бути лише цілі числа, що є дільниками вільного члена, тобто числа 6. Отже, корені слід шукати серед чисел ±1;   ±2;  ±3;   ±6. Аналізуючи дані числа, приходимо до висновку, що х = -1  -  корінь многочлена х3 - 4х? + х + 6. Розкладемо даний  многочлен на множники, поділивши його на різницю х- (-1).

х3 - 4х? + х + 6     х+1                     х? - 5х + 6 = (х - 2)(х - 3)                       

х3 + х?                  х? - 5х + 6

      -5х2 + х

       5х2 - 5х

             6х + 6

             6х + 6

                     0 

Тоді, х3 - 4х? + х + 6 = 0

         (х + 1)( х - 2)(х - 3) = 0

          х1 =1;     х2 =2     х3 =3.

Відповідь 1;  2;  3.

Приклад 8. Розв'язати рівняння : х4 + 2х3 - 2х? + 2х – 3 = 0.

Розв'язання. Можливі раціональні корені знаходяться серед чисел ±1;  ±3. Перевірка даних значень показує, що 1 – корінь даного рівняння, тоді 

х4 + 2х3 - 2х? + 2х – 3 = (х - 1)( х3 +3х? + х + 3). 

Розкладемо многочлен х3 + 3х? + х + 3 на множники. 

Маємо х3 +3х? + х + 3= х?(х + 3) + (х + 3) = (х + 3)( х2 + 1).  Тоді,

(х - 1)(х + 3)( х2 + 1) = 0, 

х – 1 = 0     або   х + 3=0    або   х2+1=0

х1=1;                    х2 = - 3;             х2 = -1

                                                      х = ±і.   Відповідь 1; -3; ±і
 Приклад 9. Розв'язати рівняння х4 + х3 - 8х? + 3х + 5 = 0.

Розв'язання. Можливі корені знаходяться серед чисел ±1;  ±5. Перевірка даних значень показує, що це рівняння не має раціональних коренів. Застосовуємо метод невизначених коефіцієнтів. Подамо многочлен лівої частини рівняння у вигляді добутку двох квадратних тричленів.

х4 + х3  - 8х? + 3х + 5 = ( х? + ах + b)( х? + сх + d)

( х? + ах + b )(  х? + сх + d ) = х4 + сх3 + dх? + ах3 + асх2 + аdх + bх2 + bсх + db = 
= х4 + х3 ( а + с ) + х2 ( d + ас + b ) + х( аd + bс ) + db.
Прирівняємо  коефіцієнти при однакових степенях зліва і справа.

   1= а + с,

   -8 = ас + b + d,
   3 = аd + bс,

   5 = bd.

Оскільки множники в останньому рівнянні системи рівноправні і ми шукаємо розв'язки системи у цілих числах, то дана система рівносильна сукупності 
             а + с =1,                  а1 = 2,   с1 = -1,                а = -1,

             ас = -2,                    а2 = -1,  с2 = 2,                 с = 2,

             -5а - с = 3,              -12 ≠ 3, 3 = 3,                  b1= -1,

             b = -1, d = - 5,          b1 = -1, d = -5,                d1= -5.

              а + с = 1,                 (с1 = [image: image30.png]


, с2 = [image: image32.png](1 -vebyy/2)eZ



,
              ас = -14,                   (а1 = [image: image34.png]


, а2 = [image: image36.png](1 +vedy2)eZ



,

             5а + с = 3,              b1= -1, d = 5.

             b =1, d = 5.
Отже, х4 + х3 - 8х? + 3х + 5 = ( х? - х - 1)( х? + 2х - 5) = 0.

 х? - х - 1 = 0        або            х? + 2х – 5 = 0.

D = 1 + 4 = 5                         D = 4 + 20 = 24

х1 = [image: image38.png]


                                    х3 = [image: image40.png]-2 +2V6



 = -1+    ,

х2 = [image: image42.png]


                                    х4 = -1- [image: image44.png]



Відповідь:   [image: image46.png]ofi

&




 ;   -1 ± [image: image48.png]


.
Приклад 10. Розв'язати рівняння : с5 + с4 + с3 + с2 + с + 1 = 0.

Розв'язання. Число 1 не є розв'язком даного рівняння, тоді (с - 1) ≠ 0. Тоді множимо обидві частини рівняння на с - 1. Маємо 

(с5 + с4 + с3 + с2 + с + 1)(с - 1) = 0.

с6  + с5 + с4 + с3 + с2 + с - с5 - с4 - с3 - с2 – с – 1 = 0, тоді

с6 - 1 = 0. Розв'язки цього рівняння було знайдено у прикладі 1.

Відповідь: с1,2 = ±1,   с3,4  =[image: image50.png]


,   с5,6  =[image: image52.png]



2. Метод заміни змінних.

Цей метод дає змогу раціоналізувати розв'язання багатьох видів алгебраїчних рівнянь вищих степенів. Серед них особливу роль слід звернути на симетричні та зворотні рівняння.

Симетричним називають рівняння виду а0 xn + а1 xn-1 + а2 xn-2 + … + аn-2 x2 +   +аn-1 x + аn = 0.

Розглянемо рівняння   а0 x4 + а1 x3 + а2 x2 + а3 x + а4  = 0 – симетричне рівняння парного степеня. Поділимо обидві частини рівняння на x2 (х ≠ 0). Дістанемо рівносильне йому рівняння:

а0 x2 + а1 x + а2 +  +  = 0, тоді

а0 (x2 + ) + а1 (x + [image: image54.png]


) + а2  = 0. Введемо позначення: x + [image: image56.png]


 = у, тоді

у2 = ( x + [image: image58.png]


)2 = х2 + 2 + , отже

х2 + [image: image60.png]


= у2 - 2. Дістанемо рівняння відносно нової змінної у.
а0( у2 – 2 ) + а1у + а2  = 0,

а0у2 + а1у – ( 2а0 - а2  ) = 0.
 Розв'язавши утворене рівняння, зводимо початкове рівняння до двох рівнянь:

 x + [image: image62.png]


 = у1        та          x + [image: image64.png]


 = у2.
Приклад 11. Розв'язати рівняння: 6 x4 + 5x3 - 38x2 + 5x + 6 = 0.

Розв'язання: Поділимо обидві частини  рівняння на x2 . Маємо

6 (x2 + ) + 5 (x + [image: image66.png]


) - 38  = 0. 
Нехай  x + [image: image68.png]


 = у, тоді  x2  +  =  у2 - 2, отже
6( у2 -2 ) + 5у – 38 = 0,

6у2 -12 + 5у – 38 = 0, 

6у2  + 5у – 50 = 0.

Звідси  у1 = [image: image70.png]


 ;  у2 = - [image: image72.png]1o



 . Врахувавши підстановку, маємо

x + [image: image74.png]


                         x + [image: image76.png]


 - [image: image78.png]1o




х2 -  [image: image80.png]


х +1 = 0                 х2 + [image: image82.png]1o



х + 1 = 0.          

х1 =  [image: image84.png]


                                х3 = - [image: image86.png]


          

х2 = 2                                 х4 = -3.

Відповідь:   - [image: image88.png]


 ,  2,  - 3.

Приклад 12. Розв'язати рівняння: 3 x4 + 2x3 + 5x2 + 2x + 3 = 0.

Розв'язання:  Поділимо обидві частини  рівняння на x2 . Маємо 

3х2 + 2х + 5 + [image: image90.png]


 +  = 0, тоді

3 (x2  + ) + 2 (x + [image: image92.png]


) + 5  = 0.  

Нехай  x + [image: image94.png]


 = с, тоді

 x2 +  = с2 - 2.

3( с2  - 2) + 5с + 5 = 0,

3с2  + 2с – 1 = 0

с1 =  [image: image96.png]


 ;     с2 = - 1. Отже,

x + [image: image98.png]


            і      x + 
х2  -  [image: image100.png]


х +1 = 0           х2  + х + 1 = 0. 

х1,2  =  [image: image102.png]


            х3,4  =  [image: image104.png]-1+iv3




       

Відповідь: [image: image106.png]


   [image: image108.png]-1+iv3




 .

Приклад 13. Розв'язати рівняння: [image: image110.png]


  -  [image: image112.png]


 = 1.

Розв'язання: Введемо заміну  = х, тоді 

[image: image114.png]


  -  [image: image116.png]X+2




 = 1.

Перетворимо ліву частину рівняння:

[image: image118.png]


 = 1,

 – 1 = 0. Звідси 

-х2 - 4х = 0                 х2 – х - 2 ≠ 0

х1 = 0, х2 = - 4           х1 ≠ 2,   х2  ≠ - 1. Використаємо підстановку

а2 - а = 0           і        а2 - а = - 4    маємо

а1 = 0,  а2 = 1             D = -15

                                     а3,4 = [image: image120.png]


     . 

Відповідь:  0;   1;   [image: image122.png]



Приклад 14. Розв'язати рівняння: 5х5+ х4 - 5х3 -5х2 + х + 4 = 0 – симетричне рівняння непарного степеня.

Розв'язання: Згрупуємо симетричні члени. Дістанемо: 

4( х5+ 1) + х( х3  + 1 ) - 5х2  ( х + 1) = 0,

4( х+ 1)( х4 - х3  + х2 - х + 1)+( х + 1)( х3  - х2 + х ) - 5х2 ( х + 1),

(х + 1)(4х4 - 3х3  - 2х2 - 3х + 4) = 0,

Звідки  х1 = -1,       4х4  - 3х3  - 2х2 - 3х + 4 =  0 – симетричне рівняння 4-го степеня     х2 = х3 = 1,   х4,5 = [image: image124.png]-5 +i/39
——



.

Відповідь: ±1;     [image: image126.png]-5 +i/39
——



.

3. Спостереження за властивостями чисел.

Досить часто розглядані раніше методи не дають результатів при розв'язуванні нестандартних рівнянь. Тоді шукані розв'язки можна знайти спостереженням за властивостями чисел, що входять до складу рівняння.

Приклад 15. Розв'язати рівняння: (х + 3)4  + (х + 5)4 = 16

Розв'язання. Спостереження числових компонентів дають можливість зробити такі висновки:

1) 16 = 24;

2) (х +  )4 = 24, якщо х = - 5 і при цьому (х + 5)4 = 0;

3) (х + 5)4 = 24, якщо х = - 3 і при цьому (х + 3)4 = 0;

Отже, числа  -3 і -5 є коренями даного рівняння.

Нехай  х + 4 = у, тоді рівняння  ( х + 3)4  + (х + 5)4 = 16 прийме вид

(у – 1) 4 + (у + 1) 4 = 16, отже

у4  - 4у3 + 6у2 – 4у +1 + у4  + 4у3 + 6у2 + 4у +1 = 16,

у4  + 6у2 – 7 = 0, тоді

у2  = 1;    у2 = -7.

Враховуючи  підстановку  х + 4 = у , маємо

(х + 4) 2 = 1          і           (х + 4) 2 = -7   
х2 + 8х + 15 = 0                х2 + 8х + 23 = 0 
х1 = -5;   х2 = -3                D = -28

                                          х3,4 = [image: image128.png]-8 + 2iv7
>



 = -4 ± і[image: image130.png]


 
Відповідь:  -5;  -3;  -4 ± і[image: image132.png]



Приклад 16. Розв'язати рівняння: х6( 1 – х ) – х3 ( 1 – х2 ) + х – х2 = 0.

Розв'язання: Розкладемо на множники ліву частину:

х6(1 – х) – х3 (1 – х )(1 + х) + х(1 – х) = 0,

х(1 – х)(х5 – х2(1 + х) + 1) = 0,

х1 = 0   або    1 – х = 0      або     х5 – х2 – х3 + 1 = 0.

                       х2 = 1 

Аналіз показників степенів та коефіцієнтів показує, що  рівняння  

х5 – х2 – х3 + 1 = 0  має корені х = ± 1.

Отже, х5 –х2– х3 +1 = ( х – 1) ( х – 1 ) ( х2 + х + 1)
х2 + х + 1 = 0 при  х1 = [image: image134.png]-1+iv3




х2 =  [image: image136.png]



        Відповідь:  0 ;  ± 1;   [image: image138.png]-1+iv3




.

Метод спостереження дає можливість розв'язувати рівняння вищих степенів, що містять знак модуля

Приклад 17. Розв'язати рівняння:  3 |х7| + 6х4 + 4|х|3 + 7х2  + 13| х| = 0.

Розв'язання: Оскільки |х|n ≥ 0, при будь-якому х , то єдиним коренем рівняння може бути число 0. Якщо х ≠ 0, то ліва частина рівняння більша нуля.

Відповідь: 0.

4. Рівняння з параметром.

Для розв'язування деяких нетипових рівнянь іноді доцільним  є ведення параметра. Для рівнянь такого типу можна сформулювати деякі загальні положення, дотримання яких дають певні орієнтири:

1. Встановлюють ОЗД змінної, а також ОДЗ параметрів;

2. Виражають змінну через параметри;

3. Для кожного допустимого значення параметра знаходять  множину всіх коренів рівняння;

4. Досліджують особливі значення параметра, при яких корені рівняння існують, але не виражаються формулами, які дістали.
Приклад 18. Розв'язати рівняння: х3 – ([image: image140.png]


 + 1)х2 + 7 = 0 за допомогою введення параметра.

Розв'язання: Нехай [image: image142.png]


 = а , тоді

х3 – (а + 1)х2 + а2 = 0,

х3 - ах2  - х2 + а2 = 0,

а2  - ах2  - (х3- х2) = 0,

Дістали квадратне рівняння відносно а.

D = х4 – 4(х3 - х2 ) = х4 – 4х3 - 4х2 = (х2 – 2х)2

а1 = [image: image144.png]


 = х2 – х;           а2 = [image: image146.png]


 = х.

Отже, а2  - ах2  - (х3- х2) = (а - х2 + х)(а – х) = 0.

Підставимо значення параметра:

([image: image148.png]


 - х2 + х)([image: image150.png]


 – х) = 0,

[image: image152.png]


 - х2 + х = 0      або      [image: image154.png]


 -  х = 0
D = 1+28  = 29               х = [image: image156.png]


      

х1  = [image: image158.png]



Відповідь:  [image: image160.png]


 ,   [image: image162.png]



Приклад 19. Розв'язати рівняння: х3 – (2а+ 1)х2 + (а2 + а)х – (а2 - а) = 0

Розв'язання: Запишемо рівняння у виді  

х3 – 2ах2 - х2 + а2х + ах – а2 + а = 0, тоді

а2(х – 1) – а(2х2 – х – 1) + х2( х- 1) = 0,

а2(х – 1) – а(х - 1)(2х + 1) + х2(х - 1) = 0, отже

(х – 1)(а2 – (2х + 1)а + х2 ) = 0
Звідси  х – 1 = 0         або         х2 – 2ах + а2 – а = 0

            х = 1

Розв'яжемо квадратне рівняння відносно х:

а) якщо а ≥ 0, то     х1 = а + [image: image164.png]


 ,   х2 = а - [image: image166.png]


  ;

б) якщо а < 0, то рівняння має вигляд
х2 + 2ах + а2 + а = 0

D = - 4а, звідси

х1 = - а + і[image: image168.png]


  ,    х2 = - а - і[image: image170.png]


  .
Відповідь: якщо а ≥ 0, т    х1= 1,   х2 = а + [image: image172.png]


 ,    х3 = а - [image: image174.png]


  

                  якщо а < 0, то   х1= 1,   х2= - а + і[image: image176.png]


  ,    х3= - а - і[image: image178.png]


  

Приклад 20. Розв'язати рівняння: z3 – ( 2p+ 1)z2 + ( p2 + 2p - q )z – (p2 – q ) = 0
Розв'язання: Запишемо рівняння у виді  

z3 – 2pz2 - z2 + p2z + 2pz – qz - p2 + q = 0, тоді

p2(z – 1) – 2pz(z – 1 + z2(z - 1) – q(z – 1) = 0,

(z – 1)(p2 – 2pz + z2 – q) = 0,
z – 1 = 0         або         p2 – 2pz + z2 – q = 0

z = 1                              (p  - z)2 = q
                                        (p – z) = ± [image: image180.png]



                                         z = p ± [image: image182.png]



а) якщо q > 0, то     z1 = 0,     z2 = p + [image: image184.png]


 ,   z3 = p - [image: image186.png]


 ; 

б) якщо q < 0 ,  то   z1 = 0,     z2 = p + i[image: image188.png]


,   z3 = p - i[image: image190.png]


.

Відповідь:  якщо q > 0, то     z1 = 0,     z2,3 = p ± [image: image192.png]


  

                    якщо q < 0 , то    z1 = 0,     z2,3 = p ± i[image: image194.png]


.

Поняття рівняння являється одним із фундаментальних  понять алгебри, адже рівняння є своєрідною формою аналітичного  методу мислення. Безліч задач з курсу геометрії, хімії , фізики можна звести до створення математичної моделі, яка часто являє собою рівняння, яке ми повинні вміти розв'язати. Тобто  рівняння можна розглядати як символічний запис для пізнання реальної дійсності.

Саме розв'язуючи рівняння ми розвиваємо уміння  розмірковувати, спів- ставляти і протиставляти факти, порівнювати рівняння з розв'язаними раніше, знаходити в них спільне й відмінне.

Розв'язування рівнянь вищих степенів дає нам можливість застосовувати в комплексі всі методи, знайомі нам з перетворень многочленів, а також  - необхідність розширення множини дійсних чисел і утворення поля комплексних чисел. Кількість коренів рівнянь, розгляданих в роботі, ще раз переконує нас в тому, що рівняння n-го степеня  має не більш як n розв'язків.
