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                                                                                                     Розв’язування стереометричних задач  на обчислення
                                                      Розв’язування  задач є  найхарактернішим                                                                            
                                      і   специфічним   різновидом  вільного мислення.                                                            
                                                                                                     В.Джеймс     
      Державний стандарт базової і повної загальної середньої освіти, спрямований  на розвиток і формування предметних  компетентностей, де для їх запису використовуються такі ключові поняття: «знає і розуміє», «уміє і застосовує», «виявляє ставлення й оцінює», ставить нові завдання перед школою. Одним із основних завдань сучасної освіти є забезпечення можливості вдосконалення кожної особистості, розвиток творчих здібностей членів суспільства.[5,с.6 ] 
      Уміння розв’язувати  стереометричні задачі – показник вміння оперувати блоком теоретичних знань курсу планіметрії та стереометрії. Виробити вміння застосовувати набуті знання, мотивуючи, що практичні навички та уміння, потрібні для роботи в умовах сучасного виробництва, а також  «є суттєвим компонентом у підготовці до практичної діяльності (інженера, архітектора, будівельника, геодезиста, топографа, оператора тощо)» [12,с.5]          
       Аналізуючи результати ЗНО, провідні спеціалісти прийшли до висновку, що значна частина абітурієнтів не роблять спроб розв’язувати геометричну задачу, тому що в них не вироблені навички це робити. Отже, навчити учнів розв’язувати  геометричні задачі, завжди було і залишається одним із найважливіших завдань навчання математики. Звідси випливає актуальність теми «Розв’язування стереометричних задач  на обчислення». Мета даної роботи  показати, як забезпечити  формування вмінь розв’язування стереометричних задач на обчислення у процесі вивчення курсу геометрії 11 класу; розробити алгоритм «схему» роботи над стереометричною задачею; показати запис  розв’язку задачі письмово і за допомогою математичних символів. 
      Про те, як навчитись розв’язувати задачі, написано немало праць. Система порад, розроблена американським математиком Д.Пойа, є загальною і стосується всіх задач. Методичні прийоми розв’язування задач курсу стереометрії розглядали методисти з світовим іменем: Є.Ф.Данилова,                 О.М. Астряба,  Г.П.Бевз,  В.П. Білоусова, Я.Є.Гольберг та інші. У методичних посібниках подано загальні правила, поради і вказівки, які допомагають учням швидше навчитись розв’язувати задачі. 
      Вчитель на уроках використовує новітні технології, різні методи і способи засвоєння нових знань та  вироблення вмінь і навичок. Для міцності знань потрібне закріплення  і тренування. К.Д.Ушинський говорив, що не все може бути цікавим у навчанні, є й нудні речі.  На думку Л.В. Занкова, «учня не можна примусити засвоїти знання, він повинен мати пізнавальні уміння, щоб виробити знання…» [11.]                                                
      Основна «платформа» вміння розв’язувати стереометричні задачі закладається на уроках геометрії у 10 класі, а саме: вміння виконувати рисунки  на основі властивостей паралельного проектування та  навички обґрунтувань, що спираються на основні факти геометрії. Куб і паралелепіпед – основі фігури, де розглядаються паралельність і перпендикулярність прямих та площин. Теорема про три перпендикуляри (ТТП)  і навики її застосовувати, вміння обґрунтовувати кути у просторі –  є найважливішим вмінням, яким повинні оволодіти старшокласники. Знання і вміння набуті в курсі алгебри і геометрії  є інструментом знаходження відповіді до задачі на обчислення.  Використовуючи  методики   розв’язування  стереометричних задач світових та вітчизняних методистів і власний досвід,  для учнів складено  схему – орієнтир дій. 
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  VII.                            
Обгрунтування  схеми розв’язання  стереометричної  задачі на      обчислення 
     Задача ( умова задачі). Читаємо уважно умову задачі, читаємо повністю, а потім частинами, усвідомлюючи, про яку фігуру ведеться мова у задачі. Школяр під час читання психологічно налаштовується на вид задачі. Читаючи задачу частинами, в уяві учня виникає просторовий образ фігури про який йдеться в умові. Рисунок до задачі виконується з дотриманням властивостей паралельного проектування: спочатку  основна фігура, а допоміжні лінії будуються в міру того, як в ході розв’язування в них виникає потреба. Поступове доповнення фігури новими елементами значно полегшує сприйняття задачі в цілому. На рисунку можна позначити дані з умови задачі (довжини, величини кутів, рівні відрізки) –  це сприяє швидшому вивченню умови задачі та її вимоги. Дані в умові задачі, або шукані  величини  кутів, відстані  потребують обгрунтування. Неправильне  розуміння чи обгрунтування даних фактів  приводить  до неправильного розв’язку  задачі.    
     Вивчивши детально і всебічно даних і вимоги задачі, саме «відштовхуючись» від того, що дано і що потрібно визначити, будуємо ланцюжок міркувань, при цьому опускаємо проміжні обчислення. Складаючи план розв’язання, розбиваємо задачу на простіші задачі. Вчитель направляє учнів на правильний шлях,  корегуючи міркування, навчає критично мислити, надає підказку додаткової побудови, формули, певної властивості чи методу розв’язування задачі. Якщо задача розв’язується колективно, під керівництвом вчителя,  учні діють цілеспрямовано і в складанні плану беруть участь всі учні. Склавши план розв’язання задачі, учні приступають до розв’язування  – запису  послідовних кроків, проведення обчислення невідомих величин: відрізків, кутів, площ, об’ємів.  Записана правильна відповідь, підтверджує, що учні усвідомили вимогу задачі і вміло оперували багажем  набутих знань. 
      Навики розв’язування задач учні набувають на уроках  формування вмінь і навичок, уроках - практикумах. Задачі до уроку-практикуму  підбираються   таким чином щоб  учні, розв’язавши задачу колективно і допомогою вчителя, вже наступну змогли розв’язати  самостійно. Учень навчиться  розв’язувати стереометричні задачі, якщо буде розв’язувати багато таких задач. 
Проаналізуємо розв’язок задачі  за схемою (див. «Схема розв’язування стереометричних задач на обчислення» cт.3)                                                             Задача 1.  (Записати розв’язок задачі математичними символами)
У циліндрі з основою радіуса R паралельно його осі  проведено площину, що перетинає нижню основу циліндра по хорді, яку видно з центра цієї основи під кутом . Відрізок, що сполучає центр верхньої основи з , утворює з площиною основи кут. Знайдіть площу перерізу. 
[image: C:\Users\11\Documents\Документы сканера\форум.jpg]I-III етапи                                        Дано: циліндр; О- вісь циліндра;                                                     (АВСD)О; (АВСD)=AD; ОА=ОD=R;  АОD=;=;                              Знайти:                                                                                                                                                                                                                                                      
Рис. 1    
Розв’язання                                                                                                                ІV етап  
      Оскільки вимога задачі - знайти площу перерізу, то необхідно обгрунтувати, що  перерізом циліндра площиною паралельною осі циліндра прямокутник, а також обгрунтувати кут між  циліндра.
V етап.    Задача розбита на прості задачі :                                                                     1) З  АО знайти                                                                                               2) Розглянемо АОD:  проведемо ОК, ОКАD; ОК - висота, медіана, бісектриса. АК=КD, АОК= КОD =;                                                 3) ЗDОК знайти КD;                                                                                       4)=АDАB.                                                                                                    VI етап.  Виконання плану розв’язання задачі 
(АВСD) O , СD і АВ твірні, СD  O  АВ, (АВС), тоді  АВСD - прямокутник.О=АВ.   =  АDАB;                                    
 О,
ООА,            АО=      
ОА=    
1) З  АО О= ОА tgАO=R tg, AВ= R tg;
2)   АОD проведемо ОК,  ОКАD;
ОК - висота, медіана, бісектриса, АК=КD, АОК= КОD=;
3) ЗDОК  : КD=ОD=R; AD=2KD=2R;
4)=АDАB=2R R tg= 2tg;
Відповідь: 2tg.                                                                                                               Задача 2. В основі прямої призми лежить ромб із стороною  Діагональ призми дорівнює  і утворює з площиною основи кут α, а з бічною гранню кут β. Знайдіть об’єм призми. 
І. Прочитаємо задачу.                                                                                                                      ІІ. Прочитаємо задачу частинами:                                                                                                              1) В основі прямої призми лежить ромб із стороною                                                                         2) Діагональ призми дорівнює  і утворює з площиною основи кут α, а з бічною гранню кут β;                                                                                                                                                          3) Знайдіть об’єм  призми.                                                                                                                     Учень мислить  образами: призма, діагональ, кути, об’єм .                                                 ІІІ. Виконання рисунка: 1)  нижня основа призми (зображення ромба на площині  у вигляді паралелограма);
2)  бічні ребра (призма пряма);                                                                                                                    3) верхня основа;                                                                                                                                        4)  діагональ призми.                                                                                                            ІV. Вивчення даних і вимоги задачі (обгрунтування)                                                    Відомо  - довжина сторони основи ромба,-довжина діагоналі призми. Відомі величини кутів між діагоналлю призми і площиною основи ромба і тією ж діагоналлю та бічною гранню. Учень усвідомлює, що необхідно обґрунтовувати  кути. Для визначення кутів  між прямою і площиною необхідно: перпендикуляр до площини, похила, проекція похилої на площину.                                                                                                                                     V. Ланцюжок міркувань для складання плану розв’язання задачі.                                                    Задача розбита на прості задачі:                                                                                                                Оскільки вимога задачі знайти об’єм призми:( =B),                                                                          1) висоту призми  B  знайти   зDB                                                                      2)= К, К- висота ромба ;                                                                             3)К: знайти  з DК                                                                                                                         4) обчислення площі основи призми та об’єм призми.                                                                     VI. Виконання плану (запис розв’язання).                                                                          VII. Запис відповіді. Важливо! Вираз  третього степеня -визначає об’єм.                                                                                                                         [image: C:\Users\11\Documents\Документы сканера\форум.jpg]Розв’язання                                                                                                                          
Нехай АВСD пряма  призма, ромб АВСD основа   призми; - cторона верхньої основи,=; D- діагональ призми,D=.  За  умовою задачі кут між діагоналлю          
   Рис.2                 D  і   площиною основи  АВСD дорівнює , між   діагоналлю D і  бічною гранню DC  кут β.     
Бічне ребро  перпендикулярне до площини АВСD: ВD, діагональ D – похила, ВD- проекція D на площину АВСD.Отже, B=.
Проведемо висоту К  ромба . Оскільки К, а площина D містить пряму , то  К  перпендикуляр до площини D. З іншого боку  пряма  перпендикулярна до площини DК, бо  перпендикуляр до прямої К цієї площини. Перпендикулярні площини DК і Dперетинаються по прямій DK.  DKК.                                                                                                                       Отже, DK- проекція похилої D на бічну грань DC,DK=.
З   B(DB=90): B=;
З    DК(DК90):,;
= К,=;
=B,===.
Відповідь:
Задача 3. (високий рівень, письмове оформлення розв’язання )                      Паралельно осі  циліндра, на відстані d від неї, проведено площину, що  відтинає від кола основи дугу. Діагональ утвореного перерізу  нахилена до площини основи під кутом . Знайдіть площу перерізу.
Розв’язання  
[image: C:\Users\11\Documents\Документы сканера\задача 3.4.jpg]Нехай О-вісь циліндра, точки О,центри основ. Перерізом циліндра площиною паралельною осі Оє прямокутник  АВСD, бо  вісь  О перпендикулярна до площини основи циліндра, твірні АВ, AD паралельні осі.
                 Рис.3            ОА  і ОВ – радіуси циліндра, ОА=ОВ. 
 Площина, що  перетинає   основу  циліндра по хорді  АВ,   відтинає від кола  основи дугу АMB. Дуга АMB за умовою задачі дорівнює . Звідси величина центрального кута АОВ дорівнює. Оскільки  твірна АD перпендикулярна до площини основи циліндра, то проекцією діагоналі ВD на площину основи  є хорда АВ. Отже, АВD =. Проведемо висоту ОК  у трикутнику АОВ. Оскільки трикутник АОВ рівнобедрений, то ОК – медіана і бісектриса. , АК= АВ.  Так як , ОК перпендикуляр до АВ, АВ лінія перетину площин АВD і , то  ОК перпендикуляр до площини АВD. Отже, ОК - відстань від осі до площини перерізу. ОК
З АОК ():   АК=ОK AOK= tg, то АВ= 2tg .                
З АВD ( ВАD= ):   АD=АВ  tg 2tg . 
Площу перерізу АВСD визначаємо за формулою: =АВ  АD.  (1)                
Знайдені значення   АВ  АD підставимо у формулу (1).
Отже,  = 2 tg  2d tg =4  .  
Відповідь: 4                                                                                                 Схема оцінювання задачі .                                                                                          1.За правильно побудований рисунок до задачі учень одержує 1 бал. 
2.За обгрунтування величини центрального кута АОВ дорівнює  учень одержує  1 бал. 
3.За обгрунтування, що проекцією діагоналі ВD на площину основи  є хорда АВ, тому АВD = , учень одержує  1 бал. 
4. За знаходження АК з АОК та АВ (АК=ОK AOK=  tg, 
то АВ= 2 tg   учень одержує 1 бал.
5. За знаходження АD з АВD  (АD=АВ  tg 2 tg  ) учень одержує  1 бал   
6. За знаходження  =АВ  АD, правильну відповідь учень одержує ще    1 бал. Відповідь: 4  
 Таким чином, за правильно розв’язану задачу з обґрунтуванням учень одержує 6 балів. Якщо задача не містить обґрунтувань ключових моментів, то за правильне її розв’язання  учень одержить 4 бали.
[image: C:\Users\11\Documents\Документы сканера\задача 3.4.jpg] ЗНО  2013. Задача 31.Основою піраміди є ромб, тупий кут якого дорівнює 120. Дві бічні грані  піраміди, що містять сторони цього кута, перпендикулярні до площини основи, а дві інші бічні грані нахилені до площини основи під кутом 30. Знайдіть площу бічної поверхні піраміди                 (у ), якщо її висота дорівнює  4 см.                                                                                                                                                                                                                                            Розв’язання                             Дано: NАВСD- піраміда, ромб  АВСD - основа піраміди; АВС=120. АВ (АВN); СВ (СВN);                           (АВN)(АВС), (СВN)(АВС), (АВN)  (СВN)= = BN, BN(АВС), BN- висота піраміди, ВN=4см.                              )=) = 30.                     
             Рис. 4                Проведемо BD - діагональ ромба, у  СDВ висоту  ВР, Р , СР=, СDВ – правильний, бо СD=ВD=DB=60.
ВРCD; BN(АВС);        за ТТП                                                                                                                                                                                            BNBP;                              СD NР, NР – висота СND.
проведемо похилу NР ;       
BP = NР;                 
( BNP) CD, ( BNP) =NP, (BNP) =BP,                                                                                                                                                                      )=BPN= 30.                                                                             Аналогічно  обґрунтовується: АD NK (за ТТП),  NK- висота АND;                                                                                                                                                                                                                                                                                 
 ) =BКN= 30. 
=+++;
 АВN =  (за двома катетами АВ=ВС, NВ - спільний катет), 
АND =СND (за трьома сторонами: AD=DC, ND- спільна, NА=NС, як похилі  проекції яких рівні).
,(за властивістю площ рівних фігур).                                              =.            
З ):  NКВ=30, то ВN=NК, NК=2ВN=8см;                      ВК=ВN сtg NКВ=4сtg30=cм).  
 Оскільки  АВС=120, то ВАD=60(за властивістю кутів  прилеглих до однієї сторони паралелограма).
З АВК (АКВ=90) : АВ===см);
NВ АВ==;АD=8=; 
== ().                                                                                             Відповідь:                                                                                                      
       Схема розв’язування стереометричних задач на обчислення направляє учня до дій, активізує його мислення, спонукає до аналізу, обґрунтувань, інколи доведень. Активність учня — сприяє підготовці  старшокласника до повсякденного життя. Можливо  випускник не вибере  навчальний заклад, де потрібно продовжувати  вивчати математику  і яка буде основою його професійної діяльності, але в житті кожному  з них необхідно буде міркувати, аналізувати, обґрунтовувати і доводити. Розв’язання стереометричної задачі розвиває активність пізнавальної діяльності, логіку мислення, вчить критично мислити  і є своєрідною «гімнастикою», яка зміцнює людину та надає їй впевненості. 
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