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ПЕРЕДМОВА
         Математика виникла із задач. Найдавніші  єгипетські  математичні  папіруси  не  містять  ще  не яких  доведень, означень чи аксіом , а являють собою збірки задач, здебільшого геометричних , правил та формул для обчислення  площ і об’ємів. Те саме можна сказати і про математику  Вавилону  та  інших  країн стародавнього Сходу. Російські  математичні  рукописи  ХVII-XVIII століть теж містять  в  основному  задачі  та їх  розв’язання.           
          Іноді стверджують, що в Росії термін „задача” почали вживати в 20-х роках XVIII ст. ,хоч насправді ще в 1703 році вийшла в світ  « Арифметика» Л.П.Магницького, один із розділів якої  має назву « Задачи на правила ко гражданству потребные», а розділ про потрійне  правило закінчується віршем:
                                          «А смотри всех паче
                                           Разума в задаче…»
         Задачі стимулювали  не тільки  виникнення  математичної  науки, а й її розвиток. Основну роль, звичайно, відіграли задачі, поставлені життям. Вони насамперед змушували вчених розробляти нові алгоритми, розкривати нові закономірності, створювати нові методи дослідження, тобто збагачувати математику новими  відкриттями.   
            У процесі навчання математичні задачі також відіграють велику роль. Вони сприяють кращому  осмисленню теоретичного матеріалу, його  запам’ятанню дають можливість  пов’язувати викладання математики з життям та іншими науками, виховують в учнів активність, самостійність мислення, наполегливість та інші позитивні риси.         
               Особливо корисні математичні  задачі  для активізації мислення учнів, для виявлення їх творчої думки . Саме із задач починається   зацікавленість   багатьох учнів математикою. Ось чому в наших школах приблизно половину всього часу, відведеного на вивчення математики, використовують на розв’язування  різних задач.                               
               В своїй роботі особливу увагу приділяю розв’язуванню текстових задач на складання рівнянь, а також способів їх розв’язування, оформлення тощо.

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ СКЛАДАННЯМ РІВНЯНЬ

          Всі текстові задачі на складання рівнянь можна поділити на  дві групи: без різнойменних величин і з різнойменними  величинами. До першої групи належать задачі з абстрактними числовими даними або з однойменними величинами.
            До задач з однойменними величинами і їх відношеннями можна віднести  більшість задач, в яких йдеться про суміші, розчини, сплави. Називатимемо їх задачами на змішування.



ЗАДАЧІ НА ЗМІШУВАННЯ

            Розв’язування задач на змішування  потребує додаткового пояснення  таких  понять, як „процентна концентрація”,” міцність”,”проба”тощо.
            Процентною концентрацією розчину називається  відношення маси  розчиненої речовини  до маси всього розчину, виражене в процентах. Наприклад, якщо в 100г, розчину  міститься 20г. розчиненої речовини, то концентрація цього розчину 20%; такий розчин  називають 20-процентним.
            Тут йдеться про відношення мас, а не об’ємів,20-процентним розчином кислоти називається такий розчин, в якому на кожні 100г. розчину  припадає 20г. чистої безводної  кислоти (а не на 100л.розчину 20л. безводної кислоти! ). Хіміки коротко це називають  ваговими процентами. Якщо мають на увазі  об’ємні проценти, то тут часто вживають термін «міцність».
            Наприклад, якщо на 10л. спирту припадає 4 л. чистого безводного спирту, то кажуть, що міцність цього спирту дорівнює 40°. Зауважимо, що 40-процентний спирт і 40-градусний спирт – це не те саме.
              Вміст різних металів і домішок у сплавах виражається  також процентами. Якщо, наприклад, кажуть, що чавун містить 3% кремнію і 1% марганцю, то це означає, що на 100кг. всього сплаву припадає 3кг. кремнію і 1кг. марганцю. Вміст дорогоцінних металів у сплавах виражається пробою. Пробою  називається  кількість грамів чистого золота(срібла, платини) в одному кілограмі сплаву. Наприклад, якщо в одному кілограмі славу є 875г. чистого золота, то його називають  сплавом  золота 875-ї проби, або золотом 875-ї проби.
              Перед тим, як розв’язувати задачі на змішування, бажано повторити з учнями  способи розв’язування  основних видів задач на проценти, добитися, щоб вони свідомо й швидко могли відповісти на такі, наприклад, запитання: Скільки грамів солі в  m грамах  р- процентного її розчину? В скількох грамах р- процентного розчину солі є n грамів цієї солі? В m грамах  розчину є n грамів солі. Яка процентна концентрація  цього розчину?
              Слід звернути увагу учнів і на основну залежність між кількостями речовин, взятих до змішування і добутих після змішування, яку найчастіше використовують, розв’язуючи задачі на змішування. Цю залежність часто формулюють так: кількість речовини, взятої до змішування, дорівнює кількості цієї речовини, добутої після змішування. Щоб учні правильно розуміли  цю залежність, слід на прикладах розкрити її зміст.
               Якщо до розчину, в якому є m грамів солі, долити води, то і в добутому розчині  буде m грамів цієї солі. Якщо змішати два розчини, в одному з яких є m, а в другому n грамів солі, то в добутому розчині буде  m + n грамів цієї солі. Загальна маса суміші завжди  дорівнює сумі мас її складових частин. 
              За традицією всі задачі на змішування  поділяють на два роди. До задач першого роду відносять порівняно легші задачі, в яких дано кількості змішуваних речовин( сплавів) і їх процентні концентрації(проби), а треба знайти процентну концентрацію(пробу)  утвореної суміші (сплаву) . Ці задачі найдоцільніше розв’язувати арифметичним  способом. Розв’яжемо одну з таких задач. 
1. До 2 кг води долили 8 кг 70-процентного розчину сірчаної кислоти. Визначте процентну концентрацію добутого розчину.

Схематично умову задачі зручно проілюструвати стовпчиковими діаграмами (мал. 1).
[image: ]
Р о з в'я з а н н я.
1) Скільки чистої (безводної) кислоти міститься в даному розчині?
8 ·0,7 = 5,6 (кг).
2) Яка маса добутого розчину?
2+8=0 (кг).
3) Чому дорівнює процентна концентрація розчину?
5,6 : 10 = 0,56 = 56%.
Відповідь: Дістали 56-процентний розчин.
Іноді в збірниках задач трапляються задачі, в яких кількість кислоти виражена не в кілограмах, а в літрах. Деякі вчителі розв'язують їх так само, замінюючи тільки кілограми на літри. В результаті дістають таку саму відповідь. Це неправильно. Розглянемо для прикладу задачу.
2. До 2 л води долили 8 л 70-процентного розчину сірчаної кислоти. Визначте процентну концентрацію добутого розчину.
Р о з в'я з а н н я. Знаходимо в таблицях густину 70-процентного розчину сірчаної кислоти: 1,6. Отже, маса 8 л цього розчину 1,6 · 8 = 12,8 (кг). Безводної кислоти в ньому є 12,8 · 0,7 = 8,96 (кг). Загальна маса добутого розчину дорівнює 12,8 + 2 = 14,8 (кг). Отже, процентна концентрація цього розчину 8,96 : 14,8 ≈ 0,6 = 60%.
У задачах на змішування звичайно йдеться про маси т₁,т₂,…,тк змішуваних компонентів, їх процентні концентрації (проби) р₁,р₂,…,рк, а також про масу т₁ + т₂ + ... + тк і процентну концентрацію р утвореної суміші. При цьому завжди правильне співвідношення:
т₁р₁+т₂р₂+…+ткрк=(т₁+т₂+…+тк)р

Звичайно у школі розглядають найпростіший випадок, коли змішують тільки два компоненти. В цьому випадку
т₁р₁+т₂р₂ =(т₁+т₂)р.
Якщо в задачі відомі значення т₁,р₁,т₂,р₂ і треба визначити
р, то це задача на змішування першого роду. Її можна розв'язати за формулою:
р=[image: ]
Звертаю увагу вчителів і на геометричне розв'язання такої задачі (мал. 2).
[image: ]
Мал.2
Якщо в задачі треба знайти т₁,р₁,т₂,р₂ або їх відношення, то це задача на змішування другого роду. Такі задачі важчі від задач першого роду, їх можна розв'язувати й арифметичним способом, але краще — за допомогою рівнянь.
3. З двох розчинів солі — 10-процентного і 15-процентного — треба утворити 40 г 12-процентного розчину. Скільки треба взяти грамів кожного розчину?
Р о з в'я з а н н я.
Перший спосіб.
1) Скільки солі міститься в 40 г 12-процентного розчину?
40 · 0,12 = 4,8 (г).
2) Скільки солі міститься в 40 г 10-процентного розчину?
40 · 0,1 = 4 (г).
3) На скільки більше солі в 40 г 12-процентного розчину, ніж в 40 г 10-процентного розчину?
4,8 — 4 = 0,8 (г).
4) На скільки більше солі в 1 г 15-процентного розчину, ніж в одному грамі 10-процентного розчину?
0,15 — 0,1 = 0,05 (г).
5) Скільки грамів 15-процентного розчину треба взяти?
0,8 : 0,05 = 16 (г).
6) Скільки треба взяти 10-процентного розчину?
40 — 16 = 24 (г). 
В і д п о в і д ь. 24 г і 16 г.
Другий спосіб. Нехай для утворення потрібного розчину треба взяти х г 10-процентного розчину. Тоді 15-процентного розчину треба взяти (40 — х) г. Отже,
0,1х + 0,15(40 — х) = 0,12 · 40,
звідки х = 24. Стільки треба взяти 10-процентного розчину, а 15- процентного треба взяти 16 г.
Складаючи рівняння за умовою такої задачі, доцільно заповнити таку, наприклад, таблицю.




	Розчини
	%
	Загальна маса (в г)
	Маса солі
(в г)

	Перший
	10
	х
	0,1x

	Другий
	15
	40—х
	0,15(40—х)

	Добутий
	12
	40
	40·0,12


Врахувавши, що маса солі в добутому розчині дорівнює сумі мас її в складових частинах, можна відразу написати потрібне рівняння:
0,1х+ 0,15(40 — х) = 40 · 0,12.
Таке розв'язання набагато простіше і зрозуміліше, ніж арифметичне.	
Ця задача розв'язується також за допомогою системи рівнянь з двома змінними.
Нехай для утворення 12-процентного розчину треба взяти х г 10-процентного і у г 15-процентного. Тоді
х + у = 40,
0,1х+ 0,15у = 0,12 · 40.
Розв'язавши систему рівнянь, дістанемо такий самий розв'язок задачі: х = 24 г, у = 16 г.
Для ілюстрації умови цієї задачі використаємо прямокутники. Правда, відразу не можна сказати, який прямокутник малювати більшим. Але це не має істотного значення. Знаходячи спосіб розв'язування, ці прямокутники намалюємо довільно, а знайшовши відповідь, підправимо малюнок.
Над першим і другим прямокутниками напишемо відповідно х і у, якщо розв'язуватимемо задачу за допомогою системи рівнянь. Якщо хочемо розв'язати її за допомогою рівняння з однією змінною, замість у слід написати 40 — х.
Вважаю, що в школі задачі на змішування другого роду треба розв'язувати тільки алгебраїчно, тобто за допомогою складання рівнянь.
Розв'яжемо кілька важчих задач на змішування.
[image: ]
4. З колби, наповненої 40-процентною сірчаною кислотою, взяли 320 г кислоти і долили в колбу 258 г води. В результаті концентрація кислоти в колбі знизилася до 25%. Визначте, скільки грамів 40-процентиої кислоти було в колбі спочатку. Проілюструвати умову задачі можна таким малюнком (мал.3). Малюємо спочатку довільний прямокутник, відокремлюємо знизу 0,4 його площі. Основу другого прямокутника беремо таку саму, як і першого, а у висоту залишаємо його недомальованим. У третьому прямокутнику спочатку малюємо нижню (заштриховану) частину яка дорівнює заштрихованій частині першого. Оскільки цій частині відповідає 0,25 всього третього прямокутника, робимо висоту третього прямокутника в чотири рази більшою. Різниця висот незаштрихованих частин третього і першого прямокутників дасть висоту другого. Тепер можна домалювати другий прямокутник.
Над першим прямокутником краще відразу написати  х - 320. Якщо написати над ним х і скласти за даним малюнком рівняння, його корінь не буде відповіддю до задачі. Від цього кореня треба ще відняти 320 г. Саме ж рівняння в цьому випадку буде простіше. 
Р о з в'я з а н н я.
 Спочатку в колбі було х г кислоти; коли відлили 320 г, стало (х -320) г кислоти; чистої безводної кислоти в ній стало (х - 320) · 0,4 г;
коли долили води, всього стало (х - 62) г; маса чистої кислоти в колбі не змінилася.
Оскільки добуто 25-процентний розчин кислоти, то
[image: ] = 0,25,
звідки  х = 750.
Відповідь. Спочатку в колбі було 750 г кислоти.
5. Один сплав складається з двох металів, маси яких відносяться, як 1 : 2, а другий містить ті самі метали, але маси їх відносяться як 3 : 4. Скільки частин кожного сплаву треба взяти, щоб добути третій сплав, в якому маси тих самих металів відносилися  б, як 15 : 22?
Р о з в'я з а н н я. Нехай першого сплаву треба взяти x, а другого у частин. Тоді першого металу в першому сплаві буде  [image: ] х, а в другому [image: ] у  частин. У третьому сплаві цього самого металу буде 
 [image: ] (х + у) частин. Отже,
[image: ]х+[image: ]у=[image: ] (х + у),
звідки
[image: ]﴾[image: ]-[image: ]) у=([image: ]-[image: ]) х,     [image: ]=[image: ].

В і д п о в і д ь. 9 частин і 28 частин.
Прим і т к а. Аналогічно можна було б порівняти кількості другого металу  в усіх трьох сплавах і скласти рівняння
[image: ]х+[image: ]у=[image: ](х + у)
або порівняти відношення цих металів у двох перших і третьому сплавах і дістати ще одне рівняння:
( [image: ]х+[image: ]у):( [image: ]х+[image: ] у)=15:22
Усі ці рівняння еквівалентні, тому з них не можна визначити окремо значення х і у.
6. З бака, наповненого чистим спиртом, узяли 12 л спирту і долили бак водою, потім узяли ще 12 л розбавленого спирту. Після цього в баці залишилося чистого спирту на 22 л менше, ніж було спочатку. Скільки літрів чистого спирту залишилося в баці?
[image: ]
Проілюструємо умову задачі малюнком (мал. 4).
Р о з в'я з а н н я. Припустимо, що спочатку в баці
було х л чистого спирту. Якщо з нього взяли 12 л
спирту і долили 12 л води, то в ньому стало х л розчину, причому чистого спирту тільки (х — 12) л. Отже, концентрацію цього розчину можна характеризувати відношенням[image: ] . Після того, як з цього розчину взяли 12 л, залишилося (х — 12) л розчину такої самої концентрації. За умовою, чистого спирту у ньому було на 22 л менше, ніж спочатку, тобто 
(х — 22) л. Отже, концентрацію добутого розчину можна виразити ще й так: [image: ].
 Маємо рівняння: [image: ]= [image: ],
звідки х = 72, тобто 72 л чистого спирту було в баці спочатку. Залишилось його на 22 л менше, тобто 50 л.
Зрозуміло, що буквою х можна позначити ту кількість чистого спирту, яка залишилась. Отже, спочатку в баці було (х + 22) л. Цей спосіб розв'язування приводить до рівняння [image: ]=[image: ],
корінь якого х = 50 (л) є розв'язком задачі.
Можна було б міркувати й інакше. Якщо під кінець в баці залишилося х л чистого спирту і 10 л води, то перед цим було (х+ 10) л чистого спирту і 12 л води. Оскільки концентрація розчину не змінилася, то і відношення об'єму чистого спирту до об'єму води в обох випадках однакове. Отже,
[image: ]=[image: ],
звідки: х = 50 (л).

Зауважую, що таке розв'язання і постановка самої задачі не зовсім реальні. Справа в тому, що чистий спирт дуже важко дістати. Найвища процентна концентрація спирту (спирт - ратифікат), який потрапляє на виробництво, 96°. Крім того, розв'язуючи задачу, ми припустили, що коли до 60 л спирту долити
12 л води, то утвориться 72 л, суміші. Насправді це не так, бо, як відомо з хімії, коли змішати, наприклад, 50 л спирту і 50 л води, то розчину утвориться не 100 л, а 96,5 л.
Майже всі задачі на змішування зводяться до рівнянь першого степеня. Це не випадково, бо кожну із змінних, пов'язаних залежністю т1р1 + т2р2 = (т1 + т2) · р, можна виразити лінійно через інші змінні. Тільки коли в задачі даються ще співвідношення між цими змінними, її розв'язування можна звести до квадратного рівняння.
7. Зливок золота із сріблом, який містить 80 г золота, сплавлено з 100 г чистого золота. Вміст золота в зливку підвищився порівняно з попереднім на 20%. Скільки срібла в зливку?
В умові задачі не сказано, чому дорівнюють р1 і р2, а відома тільки їх різниця (20%). Тому задача зводиться до квадратного рівняння.
Розв'язання. Припустимо, що спочатку в зливку було х г срібла. Отже, маса його становила (х + 80) г. Коли до зливка добавили 100 г чистого золота, то маса його стала дорівнювати(х + 180) г з яких 180 г —золото. Спочатку вміст золота в зливку становив [image: ] • 100%, а потім  [image: ]• 100%. За умовою
вміст золота в зливку підвищився на 20%. Отже,
[image: ]• 100%-[image: ] • 100%= 20%,
або [image: ]-[image: ] = 0,2.
Розв'язавши це рівняння, дістанемо х = 120 (кількість грамів срібла в зливку).
Якщо позначимо масу першого зливка через у, дістанемо таке рівняння:
[image: ]-[image: ]=0,2,
звідки у = 200. Таку масу в грамах мав зливок спочатку. В ньому було 80 г золота і 120 г срібла.


ЗАДАЧІ НА РОБОТУ

	Досі ми розглядали задачі на складання рівнянь з абстрактними числами або однойменними величинами та їх відношеннями. Але в школі, учні часто розв'язують задачі з трьома різнойменними величинами, насамперед такими, як продуктивність праці, час і кількість виконаної роботи,— це задачі на роботу. В цих задачах йде мова про сівбу, збирання врожаю, риття котлованів, виплавляння чавуну, виготовлення деталей, добування нафти, друкування рукописів тощо. Мається на увазі, що люди чи механізми, про які йдеться в задачі, працюють рівномірно, тобто за однакові проміжки часу виконують однакову роботу. До такого типу задач можна було б віднести і задачі на рух, адже кожне тіло, рухаючись, виконує роботу. Проте останні мають багато особливостей, не характерних для всіх задач на роботу, тому віднесемо їх до окремого типу й розглянемо пізніше.
У методичній літературі досить поширений термін «задачі на спільну роботу». Але він охоплює тільки частину задач на роботу, саме ті, в яких йдеться про кількох працюючих. Якщо в задачі йде мова про одного робітника, одну ланку, один трактор та ін., то говорити про спільну роботу не можна. Ось чому задачі на спільну роботу вважатимемо окремим видом задач на роботу.
Серед задач на роботу є й досить прості: на одну дію і такі, що їх зручно розв'язувати, не складаючи рівнянь. Зокрема, деякі задачі на спільну роботу можна віднести до задач на пропорційний поділ.
1. Одна бригада виконує норму за 8 год, друга — за 6 год, третя — за 5 год. Працюючи разом, бригади виготовили 118 виробів. Скільки виробів виготовила кожна бригада? Зрозуміло, що продуктивність праці кожної бригади обернено пропорційна кількості годин, протягом яких вона виконує якусь роботу. Отже, розв'язування задачі зводиться до того, щоб поділити 118 виробів на три частини, обернено пропорційні числам 8, 6 і 5.
Р о з в'я з а н н я. Нехай перша, друга і третя бригади виготовили відповідно х, у і z виробів. Кількість виробів, виготовлених однією бригадою, обернено пропорційна кількості годин, за які вона виконує норму. Отже,
х= [image: ]t, у=[image: ] t, z=[image: ] t, [image: ]t+[image: ] t+[image: ] t=118, t=240;
х= [image: ]·240=30, у=[image: ]·240=40, z=[image: ]·240=48.
Відпов і д ь. Перша бригада виготовила 30, друга — 40, а третя - 48 виробів.
Переважну більшість задач на роботу можуть розв'язувати тільки учні, обізнані з дробовими числами; адже нерідко доводиться всю виконану роботу брати за одиницю і розглядати дробові частини цієї одиниці. Щоб такі задачі були доступні й учням, які ще не обізнані з дробовими числами, до їх умови іноді вводять зайві дані.
2. Бібліотеці треба оправити 1800 книжок. Перша майстерня може виконати цю роботу за 3 дні, а друга — за 6 днів. За скільки днів оправлять усі книжки обидві майстерні, якщо вони працюватимуть одночасно?
Цю задачу можна розв'язати так.
1) Скільки книжок оправить за день перша майстерня?
1800 : 3 = 600 (кн.).
2) Скільки книжок оправить за день друга майстерня?
        1800 : 6 = 300 (кн.).
3) Скільки книжок оправлять за день обидві майстерні?
600 + 300 = 900 (кн.).
4) За скільки днів оправлять усі книжки обидві майстерні?
1800 : 900 = 2 (дн.).
Коли учні ознайомляться з дробовими числами, їм цю саму задачу можна дати без числа 1800 (воно зайве!). Тоді вони розв'яжуть її так.
Перша майстерня за день може виконати [image: ] частину всієї роботи, а друга[image: ] . Працюючи одночасно, вони за день виконають [image: ]+[image: ] =[image: ]частину роботи. Тому всю роботу обидві майстерні зможуть виконати за 2 дні.
Останнє розв'язання задачі бажано проілюструвати малюнком. Якщо позначити всю роботу яким-небудь відрізком, а її частини, які виконують перша, друга чи обидві майстерні разом за день, виділити жирними лініями, то умова задачі зобразиться так, як показано на мал. 5.
[image: ]
Отже, обидві майстерні, працюючи разом, виконують за день половину всієї роботи, а всю роботу — за 2 дні.
Наведене графічне розв'язання задачі важке для учнів, з ним треба їх ознайомити. Навчити учнів створювати різні моделі задач -справа дуже корисна. У VIІ класі всю роботу краще позначити не одиницею, а якою- небудь буквою. 
Наприклад, якщо всю роботу, про яку йдеться в розглядуваній задачі, позначити через а, а шукане число днів — через х, то можна скласти таку таблицю:

	Майстерні
	Продуктивність
	Час
	Робота

	І
	[image: ]
	3
	а

	II
	[image: ]
	6
	а

	Обидві
	
	х
	а



Незаповнена клітка таблиці відповідає спільній продуктивності праці обох майстерень. Її можна визначити двома способами: додати продуктивності праці кожної майстерні, або поділити всю роботу а на час х. Отже, [image: ]+[image: ]=[image: ].
За змістом задачі а≠ 0, тому [image: ]+[image: ] =[image: ], звідки х = 2 (дні).
Слід мати на увазі, що задачі на роботу розв'язують і на уроках фізики. Але в курсі фізики у VIІ — ІX класах розглядається тільки механічна робота — величина, що дорівнює скалярному добутку векторів сили і переміщення: 
А = Fscosα; її подають в джоулях, ергах, ват-секундах тощо. Значення механічної роботи може виражатися і додатним, і від'ємним (коли α > 90°) числом. На уроках математики, говорячи про задачі на роботу, мають на увазі не тільки механічну роботу, а й різні види повсякденної праці, яка характеризується кілометрами (прокладеного газопроводу), гектарами (скошеної пшениці), літрами (надоєного молока), тоннами (видобутого вугілля), кількістю штук(зроблених моторів) тощо. Для розв'язування таких задач використовують здебільшого залежність А = Nt, де А — робота, N — продуктивність праці або потужність, t — час.
Розглянемо методику розв'язування найскладніших задач на роботу, які є в підручниках з алгебри для VIІ — IX класів. Почнемо з тих, в яких йдеться про одного працюючого: одного робітника, один завод, один екскаватор, один комбайн, одну бригаду та ін. Такі задачі іноді зводяться до лінійних рівнянь, до квадратних або навіть до рівнянь вищих степенів. Їх можна розв'язувати багатьма способами.
1. Замовлення на випуск машин завод мав виконати за 15 днів. Випускаючи щодня 2 машини понад план, він уже за два дні до строку не тільки виконав план, а й випустив ще 6 машин. Скільки машин мав випустити завод за планом? 
Р о з в'я з а н н я.
Перший спосіб. Нехай завод мав за планом випустити х машин, а випустив х + 6 машин. Щодня він мав випустити[image: ]
машин, а випускав [image: ]. У задачі сказано, що завод випускав щодня дві машини понад план, отже,
[image: ]
Це рівняння має один розв'язок: х = 150. 
Перевірка. Якщо завод мав випустити 150 машин, то випустив 156 машин. Щодня він мав випускати 10 машин (150 : 15 = 10), а випускав 12 (156 : 13 = 12). 12 — 10 = 2(машини). 
Відповідь. Завод мав випустити 150 машин. 
Другий спосіб. Нехай завод мав випустити всього х машин, тобто за день випускати [image: ] машин, фактично він випускав
щодня [image: ] машин, і за 13 днів випустив[image: ]·13 машин.
Відомо, що завод випустив на 6 машин більше, ніж передбачалось планом. Отже,
[image: ]·13 — х = 6,  х = 150.
Третій спосіб. Припустимо, що завод, випускаючи щодня х машин, мав випустити їх усього 15х штук. Насправді він випускав щодня (х + 2) машини і за 13 днів випустив їх (х + 2) · 13 штук. У задачі сказано, що він випустив на 6 штук більше, ніж передбачалось планом. Отже,
[bookmark: bookmark2](х + 2) · 13 — 15х = 6,
Звідки х = 10 — стільки машин завод мав випускати щодня. За 15 днів він мав випустити 150 машин.
Четвертий спосіб. Нехай завод, випускаючи щодня х машин, мав випустити за 15 днів 15х машин. Насправді він випустив (15х+6) машин, тобто щодня випускав по [image: ]машин. Отже, [image: ] - х = 2,
звідки х = 10 і т. д.
Покажемо, як можна відразу виявити різні способи розв'язання цієї задачі. Запишемо дані її в таку таблицю:
	Робота
	Днів
	Випускав щодня машин
	Випустив усього машин

	За планом
	15
	А
	В

	
	
	на 2 більше
	на 6 більше

	Фактично
	13
	А₁
	В₁



Як нидію з таблиці, в задачі йдеться про два відповідні значення (за планом і фактично) трьох величин: кількість днів, кількість машин, які випускались щодня, і загальна кількість випущених машин. Для цих значень у таблиці відведено всього 6 кліток. Дві з них заповнені, а чотири, позначені буквами А, В, А₁, В₁, слід заповнити. В них треба поставити числа, які б задовольняли такі чотири співвідношення:
1) А₁-А = 2,
2) В₁ — В = 6,
3) 15 ·А = В,
4) 13 · А₁= В₁.
Співвідношення 1) і 2) в умові задачі подані явно («випустив ще 6 машин» і «щодня 2 машини понад план»), а співвідношення 3) і 4) можна встановити, врахувавши залежність між продуктивністю праці, кількістю днів і виконаною роботою.
У будь-якій з незаповнених кліток поставимо букву х і, використовуючи згадані вище співвідношення, заповнимо виразами із змінною клітки, причому одну з них — двома способами. Прирівнявши два останні вирази, ми й дістанемо потрібне рівняння для визначення х.
Поставимо, наприклад, замість В букву х. Тоді відразу можна заповнити дві суміжні клітки, використавши співвідношення між А і В та між В₁ і В. Дістанемо частково заповнену таблицю:
	Робота
	Днів
	Випускав щодня
	Випустив всього

	За планом
	15
	[image: ]
	х

	Фактично
	13
	на 2 
більше
	х+6



Тепер залишається заповнити клітку, в якій записано А₁. Це зробимо двома способами. Якщо використаємо співвідношення «по
вертикалі» («на 2 машини більше»), дістанемо [image: ] + 2. Якщо використаємо співвідношення «по горизонталі»  (13А₁,=В₁),дістанем [image: ].
[image: ][image: ][image: ]

Але ці два вирази мають те саме числове значення, тому  [image: ] + 2=[image: ](шукане рівняння).
Описану послідовність заповнення кліток можна зобразити схематично, як показано на мал. 6. Клітки можна заповнювати й інакше (мал. 7, а, б). На основі цих таблиць складемо рівняння:
[image: ]-2=[image: ],х+6=([image: ] + 2)·13
Звичайно, можна вписати х в будь-яку з трьох інших кліток і кожного разу діставати різні рівняння.
Наведемо ще стрічкову діаграму розглянутої задачі (мал. 8). На ній колом позначене місце для шуканого значення, а порожніми квадратами — для значень, які не треба знаходити, але знаючи які, можна легко відповісти на запитання задачі.
[image: ]
Наприклад, запишемо в крузі букву х і виражатимемо через неї значення інших величин (заповнимо всі квадрати). В результаті дістанемо рівняння:
[image: ] + 2=[image: ]
або
х+6=([image: ] + 2)·13
Якщо запишемо у верхньому лівому квадраті букву т (стільки машин передбачали випускати щодня), то дістанемо рівняння:
15т+6=(т+2)·13
або:
[image: ][image: ]

Правда, в задачі не треба знаходити значення т, але знаючи його, дуже легко можемо визначити шукане значення х = 15т
Зрозуміло, що учнів основної школи по обов'язково ознайомлювати із способами розв'язування задач за допомогою таблиці чи, тим більше, за допомогою стрічкових діаграм. Але вчителеві математики про них бажано знати.
Щоб краще вивчити структуру розв'язування цього типу задач, розглянемо кілька задач, обернених до даної.
2. Замовлення навипуск 150машин завод мав виконати за кілька днів. Але вже за 2 дні до строку, випускаючи 2 щодня машини понад план, він не тільки виконав замовлення, а й випустив ще 6 машин.
За скільки днів завод мав виконати замовлення?
[image: ]
Цій задачі відповідає інша стрічкова діаграма (мал. 9) й інша таблиця. Позначивши шукану кількість днів через t, складемо таку таблицю:

	Робота
	Днів
	Випускав щодня машин
	Випустив всього машин

	За планом
	t
	[image: ]
	150

	Фактично
	на 2 менше t—2
	на 2 більше
[image: ]
	156



[image: ]
або
t²-5t-150 = 0.
Додатний корінь рівняння t = 15 (днів).
Кілька інших способів розв'язування задачі, які випливають з таблиці, пропоную читачам знайти самостійно.
3. Замовлення на випуск машин завод мав виконати за кілька днів. Але вже за два дні до строку, випускаючи щодня не 10 машин, як передбачалося планом, а 12, він не тільки виконав все замовлення, а й випустив ще 6 машин. За скільки днів завод мав виконати замовлення?
Цій задачі відповідає така таблиця:


	Робота
	Днів
	Випускав щодня машин
	Випустив всього машин

	За планом
	
	10
	

	Фактично
	на 2 менше
	12
	на 6 більше


Якщо позначити шукану кількість днів через t і заповнити таблицю, неважко скласти таке рівняння:
[bookmark: bookmark4]12 (t — 2) — 10t = 6,
звідки t = 15 (днів).
З неї неважко дістати рівняння:
Виникає запитання: чому розв'язування першої й третьої з розглянутих задач зводиться до лінійних рівнянь, а другої до — квадратного?
Справа в тому, що в першій і третій задачах були відомі значення и часу або продуктивності праці, а невідомі — кількості виробленої продукції. В цьому випадку значення шуканих величин входили до складених рівнянь як співмножники, ці частини рівняння пиляли собою цілі вирази першого степеня. В другій задачі значення всієї виконаної заводом роботи (150 і 156) відомі; складаючи рівняння, доводилося ці значення ділити на вирази із змінною. В результаті діставали дробові вирази, до яких змінна входить у другому степені.
Нерідко в таких задачах на роботу перевиконання норми виражають у процентах.
Завод за кілька днів мав виготовити партію верстатів. Перевиконуючи денне завдання на 9 верстатів, він уже за 3 дні до строку виготовив 588 верстатів, що становило 98% планового завдання. Скільки верстатів виготовляв завод за день?
Розв'язуючі такі задачі, бажано спочатку виконати процентні розрахунки. Нехай за планом завод мав виготовити N верстатів, тоді:
[image: ]звідки [image: ]
Тепер складемо таблицю, що відповідає умові задачі:

	Робота
	Кількість днів
	Виготовляв щодня верстатів
	Виготовив всього верстатів

	За планом
	
	
	
600

	
Фактично
	На 3 менше
	На 9 більше
	
588



З багатьох можливих способів розв'язування задачі спинимося тільки на одному. Нехай: [image: ]
х верстатів завод виготовляв щодня; 
х — 9 верстатів він мав виготовляти щодня;
[image: ]днів завод виготовляв верстати;
[image: ]днів він мав виготовляти верстати.
Значення останнього виразу має бути на 3 більше від передостаннього, отже
[image: ]
Додатний корінь цього рівняння: х = 49.
В і д п о в і д ь. Завод виготовляв за день 49 верстатів.
Деякою різновидністю розглядуваного типу задач є задачі, в яких не треба визначати загального значення виконаної роботи.
5. На будівництві гідроелектростанції бригада екскаваторників за планом повинна була щодня виймати 860 м3 ґрунту. Перевиконуючи щоденну норму на 20%, бригада закінчила роботу на 2 дні раніше від наміченого строку. За скільки днів бригада мала закінчити роботу за планом?
Щоб розв'язати задачу, визначимо спочатку, скільки кубометрів ґрунту фактично виймала бригада щодня:
[image: ]м3
Тепер за умовою задачі складемо рівняння. Припустимо, що бригада мала закінчити роботу за х днів, а закінчила за (х- 2) дні. Ці значення мають бути обернено пропорційні числам 860 і 1032. 
	Отже, 
[image: ]=[image: ],
звідки x=12.
Можна міркувати й інакше. Задачу ілюструє така таблиця:
	Робота
	Днів
	Норма виробітку
	Зроблено всього

	За планом
	х
	860
	

	Фактично
	на 2 менше
	на 20% більше
	



Користуючись цією таблицею, складемо рівняння: 
860х = 1032(х -2).
Це рівняння рівносильне попередньому і тому має такий самий розв'язок: 
х = 12 (днів).
6. Токар мав виготовити до певного строку 264 деталі. Попрацювавши 3 дні, він перейшов на другий верстат і почав перевиконувати денну норму на 7 деталей. До заданого строку він виготовив 320 деталей. Скільки деталей виготовляв токар щодня на новому верстаті?
Р о з в'я з а н н я.
Перший спосіб. Нехай токар мав виготовляти щодня х деталей. Тоді йому треба було працювати  [image: ] днів. Оскільки  на старому верстаті він працював 3 дні, то на новому ([image: ]-3) днів. На старому верстаті він щодня виготовляв х деталей, а на новому (х + 7) деталей. Маємо рівняння:
3х+([image: ]-3)( х + 7) = 320,
звідки х = 24.
Другий спосіб. Нехай токар мав працювати t днів і щодня виготовляти х деталей. Відомо, що всього він мав виготовити 264 деталі. Отже, хt = 264.
Відомо також, що за 3 дні на старому верстаті він виготовив 3х деталей, а за (t - 3) днів на новому верстаті виготовив ще (х +7)(t - 3) деталей. А всього він виготовив 320 деталей, тому
3х + (х + 7 )(t - 3) = 320.
Лишається розв'язати систему рівнянь: [image: ]
Вона має один розв'язок: t = 11, х = 24.
 Відповідь. На новому верстаті токар виготовляв щодня 31 деталь.
Від розглянутого типу майже не відрізняються задачі, в яких йдеться про двох працюючих, але не про їх спільну роботу.
7. Одна ланка мала прополоти овочеві культури на ділянці площею 3 га, а друга — на ділянці площею, на 40% більшою від першої ділянки. Прополюючи щодня на 0,1 га менше від другої ланки, перша все ж таки закінчила работу на день раніше від другої.
Скільки днів працювала кожна ланка? 
Р о з в'я з а н н я. Нехай перша ланка  працювала  t днів, тоді друга працювала (t + 1) день. Перша за день прополювала [image: ] га, а друга[image: ] га. В задачі сказано, що перша ланка за день прополювала на 0,1 га менше, ніж друга. Отже, [image: ]-[image: ]=0.1,
або t2— 11t+ 30 = 0.
Корені цього рівняння:t1=5,t2=6.
Отже, задача має два розв'язки: а) перша ланка працювала 5 днів, тоді друга 6 днів; б) перша ланка працювала 6 днів, тоді друга 7 днів.
Ця задача і її розв'язання майже не відрізняються від попередніх, хоча в ній йдеться не про одну, а про дві ланки. Коли те, що сказано в ній про дві ланки, перефразуємо про одну (як вона виконала завдання і як мала виконати за планом), дістанемо звичайну задачу про роботу однієї ланки.
Від таких задач треба відрізняти задачі на спільну роботу, в яких йде мова про те, що ту саму роботу виконували (принаймні частково) два робітники, два комбайни, три бригади та ін. 
Звичайно, розв'язуючи такі задачі, припускають, що продуктивність кожного працюючого не залежить від того, працює він один, чи в колективі. Насправді це не так, але ми додержуємось такого припущення, щоб не ускладнювати розв'язання. Про це бажано сказати учням. Отже, розв'язуючи задачі на спільну роботу, вважатимемо, що продуктивність праці колективу є арифметичною сумою продуктивностей праці всіх його членів.
1. Два ковалі, працюючи разом, можуть виконати певну роботу за 8 днів. За скільки днів другий коваль може виконати цю роботу один, якщо перший коваль виконує її за 12 днів?
Р о з в'я з а н н я.
Нехай другий коваль може виконати всю роботу за х днів. Тоді за день він виконає [image: ] частину роботи. Перший за день виконує[image: ]  частину роботи. Тому, працюючи разом, вони за день виконають 
[image: ] +[image: ]  частину роботи. Маємо рівняння: [image: ] +[image: ] =[image: ],
звідки х = 24 (дні).
Розв'яжемо цю задачу, не складаючи рівняння.
Обидва ковалі разом за день виконують  [image: ]частину всієї роботи. Перший за день виконує [image: ] частину роботи, а другий [image: ]-[image: ]=[image: ]її частину. А це означає, що всю роботу другий коваль міг би виконати за 24 дні.
Правильне є й таке міркування. Припустимо, що виконати всю роботу означає зробити 24 деталі (для зручності взяли 24 = К (12,8). Тоді, працюючи вдвох, ковалі за день виготовлять 24 : 8 = 3 деталі, причому перший за день виготовить 24 : 12 = = 2 деталі. Отже, другий за день виготовляє 3 — 2 = 1 деталь, а всю роботу (24 деталі) він може виконати за 24 дні.
Таке розв'язання доступне і для тих учнів, які ще не знають дробових чисел, але прийти до нього досить важко. Якби в задачі було дано 24 деталі (хоч це уточнення зайве) вона б стала доступною навіть учням IV класу.
2. Один коваль може виконати замовлення за 12 днів, а другий — за 24. За скільки днів виконають це замовлення обидва ковалі, працюючи разом?
Ця задача обернена до попередньої. Звичайно її розв'язують так.
Перший коваль може виконати [image: ], а другий[image: ]  всього замовлення. Тому обидва разом за день виконають [image: ]+ [image: ],тобто [image: ] частину всього замовлення. Отже, все замовлення вони можуть виконати за 8 днів.
Запропонуємо й графічне розв'язання цієї задачі. Побудуємо в прямокутній системі координат (мал. 10) графіки роботи першого і другого ковалів (відрізки ОК і АВ). Залишається визначити абсцису х точки перетину цих відрізків. Оскільки трикутники АСК і ОСВ подібні, причому |0В|:  | АК| = 24 : 12 = 2 : 1, то і |ОМ| :|NK| = 2 : 1, або x : (12 - - х) = 2 : 1, звідки х = 8 год.
[image: ]

3. Дві землечерпалки, працюючи разом, можуть поглибити дно річки 
за 12 днів. За скільки днів виконала б цю саму роботу кожна землечерпалка окремо, коли відомо що продуктивність однієї з них у 1,5 раза вища від продуктивності другої?
Умову задачі можна подати у вигляді таблиці:

	Землечерпалки
	Дні
	Продуктивність
	Робота

	перша
	
	в 1,5 раза вища
	1

	друга
	х
	
	1

	обидві разом
	12
	1 /12
	1


Розв'язання. 
Перший спосіб. Припустимо, що друга землечерпалка могла б виконати всю роботу за х днів. Тоді за день вона виконувала б [image: ] частину роботи. А обидві разом за день виконують [image: ]частину роботи. Отже, перша землечерпалка може виконати за день ([image: ]-[image: ])частину роботи. За умовою продуктивність першої землечерпалки в 1,5 раза більша від продуктивності другої. Отже,
[image: ]=[image: ]-[image: ],
звідки х = 30. Друга землечерпалка могла б виконати всю роботу за 30 днів. Тоді перша, продуктивність якої в 1,5 раза вища, виконала б цю роботу в 1,5 раза швидше: 30 : 1,5 =20 (днів).
Зрозуміло, що можемо взяти за х кількість днів, за які перша землечерпалка виконає всю роботу. Тоді дістанемо рівняння[image: ]=1,5([image: ]-[image: ]) і т. д.
Якщо взяти за невідоме продуктивність другої землечерпалки, позначивши її через n, то продуктивність першої дорівнюватиме, з одного боку, [image: ]- n і, з другого боку, 1,5 n. Маємо рівняння:
1,5 n =[image: ]- n,
звідки  n = [image: ].Тоді продуктивність першої землечерпалки  [image: ]• 1,5 =[image: ] (частин всієї роботи за день). Отже, перша землечерпалка всю роботу може виконати за 20 днів, а друга - за 30.
Другий спосіб. Ще	простіше розв'язується ця задача, якщо ввести дві змінні.
Припустимо, що перша землечерпалка могла б виконати всю роботу за х днів, а друга — за у днів. Тоді перша за день виконає[image: ] частину всієї роботи, а друга [image: ] частину. Працюючи разом, вони за день виконають [image: ] частину роботи. Отже, [image: ]+[image: ]=[image: ].
Крім того, в задачі сказано, що продуктивність першої землечерпалки в 1,5 раза вища від продуктивності другої. Маємо ще одне рівняння: [image: ]=1.5·[image: ].
Розв'язавши систему цих двох рівнянь, дістанемо ту саму відповідь: х = 20 днів, у=30 днів.
4. Цех заводу дістав замовлення виготовити до певного строку партію деталей. Якщо замовлення доручити першій бригаді, то вона закінчить роботу на три дні пізніше від строку. Друга бригада, працюючи одна, могла б виконати замовлення на 8 днів пізніше від строку. Над виконанням замовлення працювали разом обидві бригади і закінчили роботу за день до строку. За скільки днів кожна бригада, працюючи одна, могла б виконати замовлення?
Розв'язання. Припустимо, що цех дістав замовлення виготовити п деталей за t днів. Тоді перша бригада могла виконати замовлення за (t + 3) днів, друга - за (t+ 8), а обидві разом  - за (t - 1) днів. Отже, за день перша бригада виготовляла [image: ] деталей, друга-[image: ] , обидві бригади разом виготовляли [image: ]деталей.
Маємо рівняння: 
[image: ]+[image: ]=[image: ],
або  [image: ]+[image: ]=[image: ].

Додатний корінь цього рівняння t = 7. Такий був строк виконання замовлення. Отже, перша бригада могла виконати все замовлення за 10 днів, а друга — за 15.
Зрозуміло, можна було б припустити, що першій бригаді на виконання всього замовлення треба х днів, тоді другій (х + 5) днів, а обом разом (х -4) дні і т. д.
Слід звернути увагу учнів і на таке загальне твердження про спільну роботу. Якщо один виконавець роботи (робітник, трактор, бригада тощо) може виконати деяку роботу за а год, а другий — за b год, то, працюючи разом, вони можуть виконати цю роботу  за [image: ] год.
Справді, за годину перший виконує [image: ]частину роботи, а другий [image: ], тому, працюючи разом, вони виконують за годину [image: ]+[image: ]частину роботи. Всю роботу вони виконують за 1: ([image: ]+[image: ]), або [image: ]год.
Якщо врахувати останнє співвідношення, задачу можна розв'язати простіше. Припустимо, що перша бригада може виконати завдання за х днів, тоді друга — за (х + 5) днів, а обидві разом — за (х — 4) днів. Отже, за сформульованим вище загальним твердженням можна відразу написати потрібне рівняння:
х-4=[image: ].
5. Водонапірний бак наповнюється двома трубами за 1 год 20 хв. Перша труба може наповнити його на 2 год швидше, ніж друга. За який час кожна труба окремо може наповнити бак?
На дошці умову задачі схематично зобразимо так, як показано на мал.11. Скориставшись загальним твердженням про спільну роботу, задачу можна розв'язати дуже швидко.
[image: ]
Справді, якщо припустити, що перша труба наповнює бак за х год, то друга наповнить його за (х + 2) год. Маємо рівняння:
1[image: ]=[image: ],
додатний корінь якого х =2. Отже, перша труба може наповнити бак за 2 год. Тоді друга наповнить його за 4 год.
З таким способом доцільно ознайомити учнів на заняттях математичного гуртка. Але треба, щоб вони вміли розв'язувати задачі цього виду, не використовуючи загального твердження про спільну роботу.
Розглядуваній задачі відповідає така таблиця:

	Труби
	Години
	Швидкість
	Об'єм

	перша
	на 2 швидше
	
	V

	друга
	
	
	V

	разом
	1[image: ]
	
	V



Користуючись такою таблицею, можна розв'язати задачу кількома способами.
Нехай перша труба наповнює бак за х год,
 тоді друга          »    »    »      х + 2 год.
Через першу трубу за годину вливається [image: ]л.
 Через другу трубу    »   »        » [image: ]л.
Через обидві труби   »    »       » ([image: ]+[image: ])л.
За умовою обидві труби наповнюють весь бак за 1 год 20 хв, або за 1[image: ] год. Отже, за годину через обидві труби вливається [image: ] л.

Маємо рівняння: [image: ]+[image: ]=[image: ].
Розв'язавши це рівняння відносно х, дістанемо корені: х1 = 2, х. Від'ємний корінь задачі не задовольняє.
Відповідь. Перша труба наповнює бак за 2 год, друга - за 4 год.
Можливе й таке міркування. Нехай весь бак (V л) перша труба наповнить за х год. Тоді через неї за годину ввіллється [image: ] л, а за 1[image: ] год — =-1[image: ][image: ]л. Друга труба весь бак наповнить за (х +2) год.Тоді за 1 год через неї ввіллється 1[image: ][image: ]л. За 1[image: ] год. через обидві труби разом увіллється V л. Отже, 
1[image: ][image: ]+1[image: ][image: ][image: ]= V.
Маємо рівняння, рівносильне попередньому. Його додатний корінь
 х =2.
Розв'яжемо цю задачу за допомогою системи рівнянь.
Нехай перша труба наповнить V л за х год, а друга — за у год.Тоді через першу трубу за годину ввіллється [image: ]л, а через другу[image: ]л. Маємо рівняння:
[image: ]+[image: ]=[image: ].
Друге рівняння випливає з того, що перша труба може наповнити весь бак на 2 год швидше, ніж друга:
у — х = 2.
Розв'язавши систему цих двох рівнянь, дістанемо х = 2, у = 4. Отже, перша труба весь бак може наповнити за 2 год, а друга — за 4 год.
6. У басейн проведено дві труби. Якщо відкрити одночасно обидві  труби, то вони наповнять басейн на 12 хв швидше, ніж одна перша, і на 48 хв швидше, ніж одна друга. За скільки хвилин може наповнити басейн кожна труба окремо?
Р о з в' я з а н н я. За умовою перша труба наповнює басейн на 36 хв швидше, ніж друга (48 — 12 = 36).
Нехай перша труба наповнить басейн за t хв, тоді друга наповнить його за (t + 36) хв.; за хвилину перша наповнить [image: ] частину басейну, друга [image: ]частину, а обидві разом [image: ]+[image: ]частину. Весь басейн обидві труби разом наповнять за 1: ([image: ]+[image: ])=[image: ]хв. За умовою де число має бути на 12 менше від t, тобто t-12=[image: ].
Добуте рівняння має корені і1 = 36, t2= -12. Задачу задовольняє (перевірте!) додатне значення t = 36.
[image: ]
Відпов і д ь. Перша труба може наповнити басейн за 36 хв, а друга — за 72 хв.
Умові розглядуваної задачі відповідає мал. 12. За цим малюнком розв'яжемо її геометрично.
З подібності двох пар трикутників випливають такі пропорції:
[image: ]=[image: ],[image: ]= [image: ].
Але │МN│= │РК│, |SR| = |VO|, тому[image: ]=[image: ]. За умовою задачі | VL | =t, | МL|  = 12, |OR|= t+ 36, | OР| = t -12. Маємо рівняння: [image: ]=[image: ],  
додатний корінь якого  t = 36.
7. Одна труба може наповнити басейн на 36 хв швидше, ніж друга. Якщо спочатку половину басейну наповнить перша труба, а потім половину басейну друга, то басейн наповнюватиметься на півгодини довше, ніж при одночасній дії обох труб. За скільки хвилин може наповнити басейн кожна труба окремо?
Розв'язання. Припустимо, що перша труба може наповнити басейн за х хв, тоді друга наповнить його за (х + 36) хв. Половину басейну перша труба наповнить за [image: ] хв, а друга -  за  [image: ] хв.. Якщо спочатку половину басейну наповнить перша труба, а потім половину – друга, то на це піде ([image: ]+[image: ]) хв, або (х + 18) хв. За хвилину перша труба наповнить [image: ]частину басейну, а друга[image: ] частину. Обидві труби разом за хвилину наповнять ([image: ] +[image: ]) частину басейну, а весь басейн — за 1 : ([image: ]+[image: ]) хв., або за [image: ] хв.
Маємо рівняння: х+18-[image: ]=30. 
Розв'язавши його, дістанемо два корені: х1 = 36, х2 = -12. Від'ємний корінь задачу не задовольняє. Отже, перша труба може наповнити басейн за 36 хв, а друга — за 72 хв.
[image: ]
Перевірка. Перша труба за хвилину наповнить [image: ]
частину басейну, а друга - [image: ]. Тому обидві труби за хвилину наповнять [image: ]+[image: ]=[image: ]частину басейну, а весь басейн вони наповнять за 24 хв. Перша труба наповнить півбасейну за 18 хв, а друга — за 36 хв. 
18+ 36 = 54,    54 - 24 = 30. Все відповідає задачі.
Відповідь.36 хв і 72 хв. 
У прямокутній системі координат цій задачі відповідає мал. 13.
Як бачимо, розглядувана задача аналогічна до попередньої. По суті, це і є попередня задача, тільки інакше сформульована.
Вище ми розв'язали три задачі на «басейни». Нагадаю, що деякі методисти дуже критикували ці задачі, як непрактичні. Однак такі задачі не можна зовсім виключити з підручників з алгебри.


ВИСНОВКИ
Як навчати учнів розв’язувати задачі
Найповніший перелік загальних правил розв’зання задач будь-якого типу подано в таблиці з відомої книжки Д.Пойа «Як розв’язувати задачу» Таку таблицю бажано мати в математичному кабінеті. Проте, навіть найкраще запам’ятовування її  майже нічого не дасть учневі, який не вміє  розв’язувати задач принаймні кількох найважливіших типів.
Крім загальних правил розв’язування задач будь-якого типу, є також правила й системи правил розв’язування окремих видів задач. Спинюсь докладніше на загальних правилах розв’язання текстових задач на складання рівнянь.
Розглянемо систему таких загальних правил:
1. З’ясуйте зміст тексту задачі і значення кожного слова. Пригадайте або прочитайте означення понять, що входять до умови задачі.
2. Встановіть об’єкт дослідження (спостереження).
3. Виявіть процеси, описані в задачі. Визначте, скільки їх, скільки доведеться проводити спостережень, вести записів.
4. Вкажіть величини, які  характеризують кожен процес, позначте їх і поставте одиниці вимірювання (розмірність); з’ясуйте залежність між величинами і виразіть її формулою. Якщо формулу в загальному вигляді важко записати, запишіть її на окремих викладах, а потім в загальному вигляді.
5. Запишіть умову задачі в зрозумілій і доступній формі (для цього слід вибрати одну з невідомих величин і позначити її буквою); скласти для кожного процесу задачі алгебраїчний вираз, який включає дані і невідомі (не забувати про вибрані одиниці вимірювання!), спростіть весь вираз.
6. Розмістіть записані алгебраїчні вирази в послідовності, зручній для обчислень і порівнянь, використовуючи для цього таблицю, графік, малюнок або текстове пояснення.
Ця система, в якій, до речі, є  ще 7 правил, навряд чи буде корисною для учнів: вона нечітка, громіздка й малозрозуміла.
Деякі методисти пропонують загальне правило розв’язування задач, яке складається з чотирьох кроків: 1-й крок – аналіз задачі; 2–й крок – побудова граф – схеми (структурної моделі) задачі; 3-й крок – записування всіх співвідношень, що випливають з умови задачі, у вигляді системи рівнянь (на основі складеної граф-схеми);4-й крок – «згортання» знайденої системи в одне рівняння (або безпосереднє розв’язування її ).
Вважаю, що ознайомлювати учнів з правилом, за яким треба виписати, у вигляді системи рівнянь, всі співвідношення, що випливають з умов задачі, а потім розв’язати систему,  яка має велику кількість змінних, недоцільно.
В принципі я не проти загальних правил, але вони мають бути лаконічними й чіткими, повністю відповідати рівню математичної підготовки учнів, на яких розраховані. Так, учням, які тільки починають розв’язувати задачі складанням рівнянь, буде корисним така система правил: 
    1. Добре з’ясуйте, що дано в задачі і що треба знайти.
    2. Встановіть співвідношення між данними і шуканими величинами.
    3. Позначте шукане буквою. 
    4. Виразіть через цю букву значення інших величин.
    5. Складіть рівняння і розв’яжіть його.
    6. Запишіть відповідь до задачі.
 Зміст цих рекомендацій спочатку слід розкрити на конкретних прикладах, і тільки тоді зробити потрібні узагальнення.
 Умови задач та співвідношення між величинами, які входять до них, такі різні, що єдиного правила складання рівнянь бути не може. Отже, у навчанні учнів розв’язанню задач складанням рівнянь найбільше значення мають не загальні правила, а добре продумана система тренувальних вправ.
 Учитель вперше ознайомлює учнів з найпростішими задачами на розчини й сплави. Спочатку він розв’язує з ними кілька таких задач, а потім, коли учні оволодіють основними способами їх розв’язування, пропонує задачі й інших типів.
 Звертаю увагу вчителів на доцільність розв’язування підготовчих вправ. Наприклад, перед розв’язуванням задачі на складання рівнянь, бажано повторити з учнями, як можна записати (трьома способами), що: а) а менше від х на m; б) х більше від у втроє; в) половина с більша від n на 3 і т.д.
 Розв’язувачи задачу на рух, роботу тощо, учень має: 1) з’ясувати залежність між шуканими й даними в задачі значеннями величин; 2) виконати обчислення. Звичайно друге завдання легше, бо перед тим, як розв’язати текстові задачі, учні розв’язують багато прикладів на обчислення. Із з’ясуванням залежності між величинами справа гірша. Тому, якщо ми хочемо, щоб учні добре розв’язували текстові задачі, треба давати їм більше задач на з’ясування залежності між величинами, особливо задач з найпростішими числовими даними, щоб виконання обчислень забирало якнайменше часу та енергії. Такі задачі можна розв’язувати й усно.
 Наприклад, п’ятикласникам для усного розв’язання доцільно запропонувати такі задачі:
1. Автобус рухається з швидкістю 60 км/год. Скільки кілометрів він проїде за 3 год?
2. Поїзд за півгодини  пройшов 32 км. З якою швидкістю він рухався?
 Такі задачі іноді слід пропонувати й учням VІ-VІІІ класів, яким важко даються задачі на рух. Якщо на кожному уроці алгебри протягом тижня вони розв’язуватимуть усно по 10-15 таких поступово ускладнюваних задач, то для них не становитимуть непереборних труднощів і складніші задачі на рух.
 Важливо вибрати оптимальну послідовність розв’язування задач (в класі і дома). Правда, тепер учителеві легше справитись з цим завданням: у навчальних посібниках майже всі задачі розміщено в окремих пунктах. Однак, це не означає, що він обов’язково повинен додержувати саме такої послідовності. Деякі задачі можна опустити, а замість них запропонувати задачі з інших посібників чи складені вчителем, до деяких задач можна повертатися кілька разів.
 Процес розв’язування більшості задач можна порівняти з прокладанням шляху в лабіринті. Цей шлях між шуканими і відомими об’єктами можна прокладати по-різному: або виходити від відомого і йти в напрямі до шуканого, або виходити від шуканого і йти в напрямі до відомого. Раніше ці два напрями міркувань називали синтетичним і аналітичним методами розв’язування задач.
 Взагалі, навчаючи учнів розв’язувати задачі, вчитель повинен у разі потреби допомагати ім різними зауваженнями, пропозиціями, запитаннями, а в окремих випадках – і прямими підказуваннями. При цьому важливо вдало вибрати форму і міру допомоги, вчасно допомогти учням.
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