Розв’язання тригонометричних рівнянь з параметрами

Підготовка випускників до зовнішнього незалежного оцінювання

Хавруняк Л.М. -  учитель математики фізико-технічного ліцею 

Херсонської міської ради, учитель вищої категорії.
Фізико технічний ліцей Херсонської міської ради є закладом освіти для обдарованої та здібної молоді, де здійснюється підготовка майбутніх фахівців для різних галузей виробництва, органів державного управління та професіоналів у економічній, педагогічній, науковій та інших сферах.
Реалізація цих завдань значною мірою залежить від роботи вчителя математики, який здійснює підготовку випускників з предмета. Багато років ми збирали, розв’язували, систематизували завдання вступних екзаменів з математики, які пропонувались абітурієнтам у різні вищі навчальні заклади України та за її межами. Але зараз головною метою є підготовка до ЗНО.

Мета цієї публікації – ознайомити вчителів математики з одним із можливих підходів до вивчення нетрадиційної для шкільної програми і непростої для учнів теми «Тригонометричні рівняння з параметрами».
Розв’язати рівняння з параметрами – значить для будь якого припустимого значення параметра знайти множину всіх розв’язків даного рівняння. Таким чином розв’язання задач з параметром відрізняється від розв’язання аналогічної задачі без параметра, необхідністю дослідити поведінку розв’язання при всіх припустимих значеннях параметра.
Всі тригонометричні рівняння з параметрами ми поділили на такі групи:

1. Для кожного значення параметра а розв’язати рівняння.
2. При яких значеннях параметра а рівняння має розв’язки? Знайти ці розв’язки.

3. Знайти кількість розв’язків даних рівнянь у залежності від параметра на вказаному інтервалі.
Щоб добре розв’язувати тригонометричні рівняння з параметрами необхідно добре оволодіти такими темами:

· Розв’язок тригонометричних рівнянь без параметрів.

· Розв’язок алгебраїчних рівнянь.

· Властивості квадратичної функції і умови розміщення її коренів на числовій осі.

· Побудова і перетворення графіків функції.
Завдання з даної теми
Завдання першої групи
Приклад 1.       Розв’язати рівняння відносно х :  [image: image2.png]sin(x —5)=m-—1




Розв’язання

Відомо , що    [image: image4.png]sinf (x) € [-1;




,

[image: image5.png]



[image: image6.png]



Отже [image: image8.png]m € [0;2]




Звідки [image: image10.png](—D¥arcsin(m—-1)+nk,k€Z




             [image: image12.png]x =5+ (—D*arcsinim—1)+nk,k€Z




Відповідь: якщо [image: image14.png]m € [0;2]



, то [image: image16.png]5+ (—=D*arcsin(m—1)+nk,k € Z




.

Приклад 2.        Розв’язати рівняння відносно х :  [image: image18.png]cos(3x+1)=b




Розв’язання 

Відомо, що [image: image20.png]cos f (x) € [-1;1]



, і [image: image22.png]bel[-1;1]



 
Звідки:[image: image24.png]3x+ 1 =+arccosh+2mnn €Z




            [image: image26.png]x = —>+2arccosh+ 2 nez
o o




Відповідь: якщо [image: image28.png]bel[-1;1]



, то [image: image30.png]x = —>+2arccosh+ 2 nez
o o




Приклад 3.       Розв’язати рівняння відносно х :  
[image: image31.wmf]a

x

tg
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Розв’язання 

[image: image32.png]lx— 2|

retga+mn,n € Z




Дослідимо праву частину цього рівняння
[image: image33.png]arctga+mm =0




Отримуємо 2 випадки:

а) якщо [image: image35.png]


, то [image: image37.png]n=0nez




б) якщо [image: image39.png]a <0,



 то [image: image41.png]n>0neN




Звідти отримуємо

[image: image43.png]+ arctga + mn,



 де  [image: image45.png]neZm=0) npu a=0,i n€N npu a<0



.
Відповідь:  [image: image47.png]x=2+arctga+mnoen€Zm=0)npua=0,in€ Nnpua<0



.
Приклад 4.       Розв’язати рівняння відносно х :  [image: image49.png]ctgNx —5=b —2




Розв’язання 

ОДЗ: [image: image51.png]x € [5;%)




[image: image52.png]x—5=arcctg(b—2)+mm,ne€Z




[image: image53.png]{z —5= (arcctg(b—2) +mn)?
arcctg(b—2)+mm = 0




Отже [image: image55.png]n=0,n€zZx=>5+ (arcctg(b— 2) + mn)?




Відповідь: [image: image57.png]x =5+ (arcctg(b—2)+mn)?, ne n€eZ (n=0)



.

Завдання другої групи

 Приклад 5. Для кожного значення параметра  а  розв’язати рівняння [image: image59.png]asin’x+2(a+2)sinx+a+1=0



. Знайти ці розв’язки   

Розв’язання
      а)  [image: image61.png]a+0



. Нехай [image: image63.png]sinx =



 ,  то  [image: image65.png]at? +2(a+2D)t+a+1=0



.

Розглянемо квадратне рівняння: [image: image67.png]at? +2(a+2D)t+a+1=0




[image: image68.png]D=(a+2)Y—a(a+1)=a*+4a+4—a*





[image: image70.png]_ —(a+2)+V3a+4




.

Дані корені рівняння повинні ввійти в проміжок [image: image72.png][—1;1]



. Розглянемо квадратичну функцію [image: image74.png]f()=at?+2(a+2Dt+a+1



, корені якої [image: image76.png]tit,



 належать проміжку [image: image78.png][—1;1]



.       [image: image80.png]



[image: image81.png]f(—l)=a—4+a+1=-3<0





[image: image82.png]f()=a+2a+4+a+1=4a+5




Розглянемо випадки,   коли рівняння немає розв’язків:                                      
а)    [image: image84.png]a>0
D=0
—1<t, <1
f-1=0
F(H)=0



 ;               б) [image: image86.png]a>0
D>0
f(-1)=0

F(1)<o



;             в) [image: image88.png]a<0
D>0
f=1>0

F(1)>0




Тому, що [image: image90.png]f(—1)=



, а  -3 < 0. Отже системи в цих випадках розв’язків не мають 

г)
[image: image91.png]



[image: image92.png]a<0
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[image: image94.png]



[image: image95.png]x = (—1)aresin————"" ymmnez




д)
[image: image96.png]



[image: image98.png]a>0
D=0
f(=1<0

F(1)=0



   [image: image100.png]


           [image: image102.png]a>0
3a+4=0
-3<0
4a+5=>0



  [image: image104.png]


               [image: image106.png]a>0
a>-—1-
-3<0
az-12
2




[image: image107.png]..--§-..§.@.{__.




[image: image108.png]a € (0;x)




[image: image109.png]—2++V3a+4
a

x = (—1)"arcsin +mn € Z




е)
[image: image110.png]



[image: image112.png]a<0
D>0
f-1)=0

F(1)>0



    [image: image114.png]


                     [image: image116.png]a>0
3a+4>0
-3<0
4a+5>0



   [image: image118.png]


                     [image: image120.png]a<0
a>-—1-
-3<0

a>71;




[image: image121.png]e





[image: image122.png]€ 11-0
a€(~15;0)




[image: image123.png]—2++V3a+4
a

x = (—1)"arcsin +m, nEZ




Відповідь:  якщо [image: image125.png]


 немає розв’язків;
           якщо [image: image127.png]ae[-1%;-13]



, то [image: image129.png]x = (~1)"arcsin



;

           якщо [image: image131.png]a € (~12;0)u (0;+w)



, то [image: image133.png]-a-2+V3ard

x = (~1)" arcsin 7, € Z




           якщо  [image: image135.png]a=0,x=(-1)* arcsin} +mnn€Z




Приклад 6. Для кожного значення параметра  а  розв’язати рівняння 
[image: image137.png]5sin?x+ cos?x —3sinxcosx =a + 4



. Знайти ці розв’язки.   

Розв’язання
Зведемо дане рівняння до однорідного:
[image: image138.png]5sin?x + cos?x —3sinxcosx = (a + 4)(sin® x + cos?x)




[image: image139.png](1—a)sin®x —3sinxcosx — (a+3)cos?x =0




Поділимо на [image: image141.png]cos? #0



,  дістанемо   [image: image143.png](1—a)tg?x —3tgx— (a+3)=0




Розглянемо випадки

1)   [image: image145.png]a=1,mo—3tgx—4=0,tgx =




[image: image147.png]x = —arctyg + 1,



   
[image: image148.wmf]Z

n

Î


2)    
[image: image149.wmf]1

¹

a

,   то зведемо рівняння до алгебраїчного. Нехай [image: image151.png]tgx





[image: image152.png](1—-a)t? —3t—(a+3)=0




[image: image153.png]D=9+4(1-a)(a+3)=9+4(a+3-a*-3a)=9+4(-a"-2a+3)=
946 —8a+12 = —4a®—8a+21




а) [image: image155.png]


;    [image: image157.png]40> +8a—21=0;




                                          [image: image159.png]


      [image: image161.png]S1-a) 2(1-a)




[image: image162.png]1
x = arctgz +mn,n €2




[image: image163.png]a=z,mot,

/Mot tgx = —3; x=—arctg3+mn,n € Z





б)  [image: image165.png]


 то [image: image167.png]33V-4a"—sa+21
S(1-a)



;
[image: image168.png]tgx =

3+V—4a> —8a+2
2(0—a)




[image: image169.png]3+V—4a®?—8a+2
x:arc:gWJrnn,nez




в)  [image: image171.png]D<0



     [image: image173.png]


       немає розв’язків.
Відповідь:   якщо [image: image175.png]a € (=) u ;)



, то  рівняння немає розв’язків;

якщо [image: image177.png]


,  то  [image: image179.png]x = arctg§+1m,nez



;

якщо [image: image181.png]


,  то  [image: image183.png]X =—arctg3—mm,ne€Z



;

якщо  [image: image185.png]


,  то    [image: image187.png]3tV-3a?-sa+21

x = arctg =2

+mn,n € Z



.

Приклад 7. Для кожного значення параметра  а  розв’язати рівняння 
[image: image189.png]in?
a-3a+9sin® 2x
a”3atdsin"zx _

a—3sin 2x



. Знайти ці розв’язки.   

 
Розв’язання  

Виконуємо рівносильні перетворення  [image: image191.png]in?
a-3a+9sin® 2x
a”3atdsin"zx _

a—3sin 2x




[image: image192.png]sin?2x =

Sin?2x #




[image: image193.png]sin? 2x = —
a=+0




Проте [image: image195.png]0 <sin?2x<1



, тому рівняння має розв’язки, 

якщо [image: image197.png]0<a<

.



.     Знайдемо його розв’язки:

[image: image199.png]sin®2x



;
[image: image201.png]1-cos4x _ 2a



;
[image: image203.png]cos4x

9-4a



;
[image: image204.png]9—4a

4x = +arccos +2nr;




[image: image205.png]



Відповідь: якщо [image: image207.png]ae (ﬁn;o]ue;m)



 , то розв’язків немає;

                   якщо  [image: image209.png]ae (0]



 ,   то  [image: image211.png]x

1 9—4a  mn
+rarccos™=+Z neZ
T P




Завдання третьої групи

Приклад 8. Знайти кількість розв’язків рівняння в залежності від параметра  а  на вказаному проміжку:  [image: image213.png]2cos’x —(2a+3)cosx+a+1=0




Розв’язання

Розв’яжемо рівняння відносно [image: image215.png]COS X



:
Нехай [image: image217.png]cosx=t,te[-1;1],



 тоді [image: image219.png]2t2 —(2a+3)t+a+1=0




Дістанемо[image: image221.png]cosx=a+1

1
cosx =~
5




Рівняння [image: image223.png]cos x



 на проміжку [image: image225.png]


 має 2 корені.
Розглянемо кількість коренів рівняння [image: image227.png]cosx=a+ 1



 на проміжку [image: image229.png]


. Скориставшись графічним способом.
[image: image230.png]



1) якщо [image: image232.png]a+1>1a>0
a+1<0a<—1



    рівняння немає розв’язків.
2) якщо  [image: image234.png]


   рівняння має один корінь.

3) якщо  [image: image236.png]§<a+1<1;—§<a<0



   має 2 корені.

4) якщо  [image: image238.png]


       має 2 корені.

5) якщо[image: image240.png]05a+1<§; —1sa<—§



     має 2 корені.

З урахуванням коренів рівняння   
[image: image241.wmf]2

1

cos

=

x

 ,  маємо
· якщо   [image: image243.png]ae[-1,-2)u(-3)



  - 4 корені;

· якщо   а=0    -  3 корені

· якщо  [image: image245.png]a € (—0;=1) U {~2} u (0;0)



   - 2 розв’язки

Відповідь: якщо   [image: image247.png]ae[-1,-2)u(-3)



  - 4 корені;
                  якщо   а=0    -  3 корені
                  якщо  [image: image249.png]a € (—0;=1) U {~2} u (0;0)



   - 2 розв’язки.
Я вважаю, що задачам з параметрами повинна приділятися велика увага, особливо в класах з поглибленим вивченням математики, тому, що вони відіграють важливу роль у формуванні логічного мислення і математичної культури у школярів. Учні, які володіють методами розв’язання задач з параметрами успішно справляються з будь-якими задачами.
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