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[bookmark: _Toc152628487]ВСТУП

Навчальна дисципліна «Теорія ймовірності і математична статистика» є теоретичною основою сукупності знань та вмінь, що формують профіль фахівця в галузі інформаційних систем та технологій. На базі здобутих знань та умінь студент зможе вирішувати професійні задачі, що базуються на сучасних технологіях та методах побудови інформаційних систем.
Мета вивчення навчальної дисципліни – забезпечення належної базової математичної підготовки студентів та формування в них вміння застосовувати її для аналізу різноманітних економічних явищ в умовах ринкових відносин. Сприяти розвитку логічного та аналітичного мислення студентів. Формування у студентів базових теоретичних знань та практичних навичок розв’язання задач теорії ймовірностей та математичної статистики, застосування математичних методів в практичній діяльності.
Завдання вивчення навчальної дисципліни – надати студентам знання та основні поняття з основ теорії ймовірності і математичної статистики. Визначити основні математичні моделі, які застосовуються для опису імовірнісних характеристик процесів у електронних пристроях.
У результаті вивчення дисципліни студент повинен
знати: основні об’єкти та задачі теорії ймовірності і математичної статистики; математичний апарат, який є необхідним для дослідження задач теорії ймовірності та ма тематичної статистики, а також методи їх розв’язання.
вміти:
· застосовувати вивчені методи до розв’язання конкретних задач;
· використовувати математичний апарат для дослідження дискретних та неперервних випадкових величин;
· застосувати методи аналізу статистичної інформації для розв’язання типових практичних задач з поданням результатів у необхідному вигляді (числа, формули, графіки тощо);
· встановлювати теоретико-ймовірнісні закономірності та використовувати отримані результати для обґрунтування прийнятих рішень;
· самостійно орієнтуватися у рекомендованих джерелах інформації.
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Предмет теорії ймовірностей та математичної статистики

У повсякденному житті нам часто доводиться зустрічатися з різними явищами і фактами, які ми називаємо випадковими. Зокрема, інформація, на основі якої розв’язуються практичні задачі в економіці, зазвичай носить наближений, неточний, випадковий характер. Наприклад, власник магазину не знає, скільки буде покупців, бізнесмен – яким буде завтра курс гривні, банкір – чи повернуть йому позику. Але й у випадкових фактах за певних умов можуть бути виявлені певні закономірності. Ці закономірності вивчає теорія ймовірностей. Для розв’язання задач, пов’язаних з аналізом економічної інформації, використовують ймовірнісні та статистичні методи, оскільки характерною особливістю теорії ймовірностей є те, що вона розглядає явища, в яких у тій чи іншій формі присутня невизначеність.
Широко розповсюджене уявлення пов’язує невизначеність і, отже, ймовірність з такими ситуаціями як гра в кості, в рулетку, витягування карт з колоди і т. п. Саме потреба в розв’язуванні практичних задач, пов’язаних з азартними іграми, а також з питаннями страхування і демографії, якими в середині 17 ст. займались такі відомі вчені, як Ґюйгенс, Паскаль, Ферма і Яків Бернуллі, призвела до виникнення теорії ймовірностей як самостійної науки.
Як і в кожній математичній дисципліні, у теорії ймовірностей існують деякі початкові, первісні поняття, які покладені в її основу.
Першим таким поняттям є поняття випадкової події. До нього приходимо так.
По-перше, під подією розуміємо таку дію, про яку можна сказати, що
вона відбулась, або відбувається, або може відбутись, або неможлива.
Приклади: 1) 1 вересня почалось навчання в ЛНУ ім. І. Франка (подія відбулась). 2) При киданні монети герб випаде зверху (може відбутись, може не відбутись). 3) Витягнути зелену кульку зі скриньки, яка містить 1 білу і 1 чорну кульку (неможлива подія).
По-друге, поняття випадкової події пов’язане з заданням певного комплексу умов.
Приклади комплексів умов:
1) На тверду плоску рівну поверхню кидається кубик правильної форми, виготовлений з однорідного матеріалу, з гранями, позначеними одним, двома,..., шістьома очками.
2) Ведеться спостереження за певною частиною неба в зоряну ніч протягом деякого проміжку часу.
3) Серед населення якого-небудь населеного пункту вибирають навмання 100 чоловік.
Процес реалізації певного комплексу умов називається експериментом.
Тепер можемо дати означення випадкової події. Випадкова подія – це подія, яка може відбутись або не відбутись в результаті здійснення деякого експерименту, тобто в результаті реалізації певного комплексу умов.
          Предметом	теорії	 ймовірностей є вивчення кількісних закономірностей, характерних для масових однорідних випадкових подій. Теорія ймовірностей є теоретичною базою для математичної статистики.
Предмет математичної статистики – дослідження закономірностей, яким підпорядковані масові випадкові явища, на підставі статистичних даних – результатів спостережень. Ці закономірності                         вивчають за допомогою методів теорії ймовірностей.
Елементи комбінаторики

Для обчислення ймовірностей різних подій часто використовують формули комбінаторики. Комбінаторика вивчає кількості підмножин, що задовольняють визначені умови і які можна скласти з елементів довільної скінченної множини. Розв’язування багатьох комбінаторних задач ґрунтується на двох фундаментальних правилах, які називають відповідно правилами додавання і множення.
	1. Правило додавання. Якщо скінченні множини Х1, Х2, …, Хк попарно не перетинаються, то кількість елементів у їхньому об’єднанні дорівнює сумі кількості елементів, які є в кожній з цих множин.
	Позначатимемо кількість елементів, що містяться в множині Х, через Х. Тоді правило додавання запишемо так:
		Х1 + Х2 + … + Хк = Х1 + Х2 + … + Хк за умови, що
		Хі Хj = .                                                                                       
	Правило додавання в теорії ймовірностей часто формулюють дещо інакше: якщо деякий об’єкт х можна вибрати п способами, а об’єкт  у – t способами, причому будь-який спосіб вибору об’єкта х відмінний від довільного способу вибору у, то вибір «х чи у» можна зробити n+t способами.
	Задачі, які можна розв’язати за допомогою одного лише правила додавання, головно тривіальні. Переважно правило додавання використовують разом з правилом множення.
2.  Правило множення (основний принцип комбінаторики).
	Розглянемо такий приклад. Виріб складається з двох вузлів. Перший вузол можна виготовляти т технологічними способами, а другий – п. Скількома технологічними способами можна виготовити виріб?
	Зрозуміло, що, виготовивши одним із т технологічних способів перший вузол, ми приступимо до роботи над другим, який можна буде зробити будь-яким із п способів. У результаті весь виріб можна виготовити якимось одним з т  п технологічних способів. 
	Цей приклад ілюструє основний принцип комбінаторики, який тепер можна сформулювати в загальному вигляді. Нехай нам треба послідовно виконати k дій. Якщо першу дію можна виконати п1 способами, другу – п2 способами, третю – п3 способами і так до k-ї дії, яку можна виконати пk способами, то всі k дії разом можна виконати п1  п2  п3  …  пk  способами. 
	Це твердження легко довести методом математичної індукції.
	3. Комбінації (сполуки) з п елементів по k. Нехай  = п, тобто множина  містить п елементів. Довільну k-елементну підмножину множини  називають комбінацією (сполукою) з п елементів по k. Порядок елементів у підмножині не суттєвий. Кількість можливих комбінацій з п елементів по k позначають .
	Наприклад, нехай  = {a, b, c}. Тоді  {a}, {b}, {c} – усі можливі комбінації з 3 по 1 (тобто  = 3), {a, b}, {a, c}, {b, c} – усі можливі комбінації з 3 по 2 (отже,  = 3). 
	Якщо позначити п! = 123 …п (0! = 1), то можна довести, що кількість усіх k-елементних підмножин множини з п елементів обчислюють за формулою
			 .                                      
	У часткових випадках
			,
що цілком зрозуміло, оскільки в множині Х є тільки одна підмножина з нуль елементів – порожня підмножина, і тільки одна підмножина з п елементів – множина Х.
	Очевидно також, що .
	4. Упорядкування множини, перестановки. Множина з п елементів називається впорядкованою, якщо кожному елементу цієї множини поставлено у відповідність певне число (номер елемента) від 1 до п так, що різним елементам відповідають різні числа. Будь-яку скінченну множину можна зробити впорядкованою, якщо, наприклад, записати всі її елементи в деякий рядок (a, b, c, …), а потім поставити у відповідність кожному елементу номер місця, на якому він стоїть у списку. Очевидно, що кожну множину, яка містить більше одного елемента, можна впорядкувати не єдиним способом. Упорядковані множини вважають різними, якщо вони відрізняються або своїми елементами, або їхнім порядком.
	Різні впорядковані множини, які відрізняються тільки порядком елементів (тобто можуть бути утворені з тієї самої множини), називають перестановками цієї множини.
	Наприклад, перестановки множини  = {a, b, c} з трьох елементів мають вигляд:
			(a, b, c); (a, c, b); (b, a, c); (b, c, a); (c, a, b); (c, b, a).
	Кількість усіх перестановок множини з п елементів позначають Рп. Визначимо скільки можливих перестановок можна утворити з елементів множини , якщо  = п. Послідовно вибиратимемо елементи множини  і розміщуватимемо їх у визначеному порядку на п місцях. На перше місце можна поставити довільний з п елементів. Після того, як заповнене перше місце, на друге місце можна поставити будь-який з п–1 елементів, що залишилися і т. д. За правилом множення всі п місць можна заповнити п(п–1)(п–2)…21=п! способами.
Отже, множину   з  п елементів можна впорядкувати  п! способами. Тобто Рп = п!                                                                              
5. Розміщення без повторень. Розглянемо впорядковані k-елементні підмножини множини , що містить п елементів. Їх називають розміщенням з п елементів по k. Різні розміщення з п по k відрізняються кількістю елементів чи їхнім порядком. Кількість розміщень з п елементів по k позначають . Визначимо формулу, за якою цю кількість обчислюють. Вважаємо, що сама множина  невпорядкована. Звідси кожну її k-елементну підмножину, загальна кількість яких є , можна впорядкувати k! способами. Тому кількість усіх упорядкованих k-елементних підмножин множини   (=п) буде  k!. Отже,
			.                             
Очевидно, що кількість розміщень з п елементів по п є кількістю перестановок цієї множини :
				
	Кількість розміщень без повторення використовують у так званій схемі випадкового вибору без повернення. Нехай у нас є п різних виробів. Ми навмання вибираємо один з цих виробів (наприклад, попередньо нумеруємо їх і випадково вибираємо номер виробу), реєструємо його і передаємо на склад. Потім вибірку повторюємо вже з меншої кількості виробів і т. д. Після k вибірок отримаємо рядок номерів довжини k без повторень. Легко побачити, що кількість можливих таких рядків довжини k з п дорівнює .

Приклад. Обчислити:
а) .
Розв’язування. Використовуючи формули комбінаторики, отримаємо:
     
б) .
Розв’язування. Використовуючи формули  отримаємо: 

Біном Ньютона
[bookmark: _GoBack]Дотепер в основному ми розглядали випадки, коли проводилося одне чи декілька випробувань. Однак, на практиці часто проводиться не одне, а серія випробувань. Одним з найпростіших є той випадок, коли всі ці випробування незалежні між собою і в кожному з цих випробувань може відбутися подія А з однаковою ймовірністю р.
Наприклад, ми підкидаємо одну і ту ж монету сто раз. Зрозуміло, що при кожному підкиданні цієї монети на верхній її поверхні після того, як вона впаде може випасти або цифра, або герб. Ймовірність випадання цифри дорівнює 0,5. Однак реально при таких ста підкиданнях цієї монети на верхній її поверхні цифра може не випасти ні одного разу, випасти один, два і т. д. аж до сто разів. Виникає питання – яка ймовірність того, що на верхній поверхні цієї монети цифра випаде якусь задану кількість разів? Знайти цю ймовірність можна за допомогою формул Бернуллі чи їх модифікацій.
	Нехай виконують скінченну кількість п послідовних випробувань. Якщо наслідки цих випробувань незалежні, то ці випробування називають незалежними.
Припустимо, що у кожному з п незалежних випробувань подія А може відбутися з однаковою ймовірністю р і не відбутися з ймовірністю q=1–p . Тоді можна знайти ймовірність того, що в цих випробуваннях подія А може з’явитися рівно k разів. Ймовірність того, що в серії з n послідовних незалежних випробувань подія A може з’явитися k разів, за умови, що в кожному випробуванні подія A з’являється з ймовірністю p і не з’являється з ймовірністю q=1–p, обчислюється за формулою[image: ] . 
Розглянута схема і формула  названі на честь Я. Бернуллі. 
Контрольні запитання
1. Поясніть відмінність між предметом математичної статистики та теорії ймовірності?
2. Охарактеризуйте розділ комбінаторики.
3. Запишіть формули розміщень, комбінацій, перестановок.
4. Поясніть біном Ньютона.
5. Запишіть формулу Бернуллі.
6. Запишіть формулу обчислення ймовірності події, яка не відбудеться.
7. Дайте визначення простору елементарних подій.
8. Наведіть приклади обчислення ймовірностей випадкових величин.
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[bookmark: _Toc152628491][bookmark: _Hlk145876184]Тема: Простір елементарних подій. Операції над подіями
План
1. Простір елементарних подій. 
2. Операції над подіями.
3. Класичне означення ймовірності. 
Простір елементарних подій. Операції над подіями

Простором елементарних подій ( Ω ) назвемо множину, елементами якої є всі елементарні події, пов'язані з даним випробуванням.
Під елементарними подіями ( ω ) ми розуміємо всі нерозкладні результати даного випробування, які взаємно виключають один одного.
Приклади.
1) Підкидання монети 1 раз. Можливі результати у цьому експерименті: випадання герба (елементарна подія Г або ω1); випадання цифри (елементарна подія Ц або ω2). Ω={Г, Ц} або Ω={ ω1, ω2}.
2) Підкидання грального кубика 1 раз. Тоді Ω={ ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}, де ωk – випадання k очок.
3) Підкидання монети 2 рази. Ω={ГГ, ЦЦ, ГЦ, ЦГ}.
4) Стрільба по плоскій мішені. Введемо в площині мішені прямокутну систему координат хОу і влучанню в певну точку площини поставимо у відповідність координати цієї точки. Тоді простором елементарних подій є вся площина, тобто множина всіх впорядкованих пар дійсних чисел:
[image: ].
Нехай Ω – довільний простір елементарних подій. Випадковими подіями або просто подіями назвемо підмножини А множини Ω. Отже, ми поняття подія ототожнюємо з поняттям множина. Для прикладу 2 (підкидання кубика) подіями є: А={ ω1, ω3, ω5} – випадання непарної кількості очок; В={ ω2, ω4, ω6} – випадання парної кількості очок і т. п. Для прикладу 4 (стрільба) подією є будь-яка область А в площині хОу. Подія А відбувається, якщо відбувається влучання в точку (х, у)∈А.
Подію Ω називатимемо вірогідною, вона обов'язково відбудеться в результаті випробування, а подію Ø – неможливою, вона обов'язково не відбудеться в результаті випробування.
Розглянемо відношення, в яких можуть перебувати події одна відносно одної, і операції над подіями.
Означення. Кажуть, що подія А є окремим випадком події В (або подія А тягне за собою В, або В є наслідком А), якщо множина А є підмножиною множини В.
Позначають ці відношення так само як для множин: A⊂ B  або B ⊂ A. Відношення A ⊂ B означає, що всі елементарні події, які входять до складу А, належать також і до В, тобто кожного разу, коли відбувається подія А, відбувається також і подія В.
Приклади.
1) А={ ω2, ω6}, В={ ω2, ω4, ω6} ⇒ A ⊂ B.
2) Подія А – влучання в область А, подія В – влучання в область В ⇒ A ⊂ B.
[image: ]
Означення. Події А і В називаються рівносильними, якщо A ⊂ B  і B ⊂ A. Рівносильність подій позначають так: А = В.
Означення. Сумою двох подій А і В (А+В або A ∪ B ) називається така подія, яка відбудеться тоді і лише тоді, коли відбудеться хоча б одна з подій А або В (або лише А, або лише В, або і А, і В).
Згідно з цим означенням, якщо події А відповідає підмножина А простору Ω, а події В – підмножина В, то події А+В відповідає підмножина A ∪ B, яка складається з усіх елементарних подій, які належать об'єднанню множин А і В. Приклади.
1) А={ ω2, ω4}, В={ ω4, ω6} ⇒ А+В={ ω2, ω4, ω6}.
2) Подія А – влучання в область А, подія В – влучання в область В ⇒ А+В – влучання хоча б в одну з областей А або В.
[image: ]
Означення. Добутком двох подій А і В (АВ або A ∩ B ) називається така подія, яка відбудеться тоді і лише тоді, коли відбудеться як подія А, так і подія В. Події АВ відповідає перетин множин А і В, тобто вона складається з елементарних подій, які входять до складу обидвох множин А і В.
Приклади.
1) А={ ω2, ω4}, В={ ω4, ω6} ⇒ A ∩ B ={ ω4}.
2) Подія А – влучання в область А, подія В – влучання в область В ⇒ A ∩ B – влучання в перетин цих областей.
[image: ]
Означення. Різницею двох подій А і В (А–В або A \ B ) називається така подія, яка відбудеться тоді і лише тоді, коли відбудеться подія А, але не відбудеться подія В.
Події А–В відповідає різниця множин А і В, тобто вона складається з елементарних подій, які входять до А, але не входять до В.
Приклади.
1) А={ ω2, ω4}, В={ ω4, ω6} ⇒ А–В ={ ω2}.
2) Подія А – влучання в область А, подія В – влучання в область В ⇒ А–В – влучання в різницю цих областей.
[image: ]
Означення. Протилежною подією [image: ] до події А називається подія Ω–А, вона означає, шо подія А не відбулася.
[image: ]
Приклади.
1) А={ ω2, ω4} ⇒ [image: ] ={ω1, ω3, ω5, ω6}.
2) Подія А – влучання в область А, подія [image: ] – невлучання в область А.
Означення. Події А і В називаються несумісними, якщо їх добуток є неможлива подія, тобто АВ=Ø.
Несумісність подій А і В означає, що поява події А виключає можливість появи події В, і навпаки.
Приклад.
А={ ω2, ω4}, В={ ω3, ω5} ⇒ А і В – несумісні.
Поняття суми і добутку подій поширюються на випадок будь-якої скінченної, а також зліченної кількості подій. Зокрема, подія [image: ]відбувається тоді і лише тоді, коли відбувається принаймні одна з подій Ai, i=1,2,..., а подія [image: ]відбувається тоді і лише тоді, коли відбуваються всі події Ai, i=1,2,....
Означення. Події A1,A2,...,An утворюють повну групу подій, якщо в результаті виконання експерименту принаймні одна з цих подій обов'язково відбудеться, тобто A1,A2,...,An = Ω.
Особливо істотними для нас надалі будуть повні групи попарно несумісних подій. Такою, зокрема, є сукупність усіх елементарних подій у випадку, коли Ω є скінченна множина. Повну групу попарно несумісних подій завжди утворюють будь-яка подія А та протилежна до неї подія [image: ], оскільки A ·[image: ] = Ø, A +[image: ] = Ω.
Для довільних подій безпосередньо з означень операцій над подіями випливають співвідношення AA=A, A+A=A, (A+B)C=AC+BC, а також закони де Морґана [image: ]
	Класичне означення ймовірності

Нехай простір елементарних подій є скінченною множиною Ω = { ω1,ω2,...,ωn}
N(Ω)=N, тобто є лише N можливих результатів випробування, отже, множина Ω є повною групою всіх попарно несумісних результатів випробування.
Вважатимемо додатково, що всі елементарні події рівноможливі, тобто з міркувань симетрії або якихось інших випливає, що нема об'єктивних причин вважати одну з елементарних подій більш імовірною порівняно з іншими. Наприклад, якщо експеримент полягає в одноразовому киданні грального кубика правильної форми, виготовленого з однорідного матеріалу, то всі 6 результатів цього випробування природно вважати рівноможливими.
Класичне означення ймовірності формулюють для подій, які є підмножинами множини Ω. Якщо A = {ωi1,ωi2,...,ωiN(A)}, 
дe 1≤i1 ‹ i 2 ‹ ... ‹ i N(A)≤N, N(A) =0,1,2,...,N,
то ймовірність події А визначають за формулою:
[image: ]
де N(A) – кількість елементів множини А.
Отже, ймовірністю події А називається відношення кількості сприятливих для події А елементарних подій до кількості всіх рівноможливих і попарно несумісних результатів випробування.
Визначена за формулою функція Р(А) задовольняє всі аксіоми теорії ймовірностей. З формули випливає, що ймовірність кожної елементарної події ωi рівна
[image: ].
Приклад.
Знайти ймовірність того, що кількість очок, яка випаде при одноразовому киданні кубика, буде а) парною (подія А); б) кратною трьом (подія В).
Розв'язання
Ω = {ω1,ω2,..,ω6}, B = {ω3,ω6}, N(A)=3, N(B)=2,
[image: ]
[bookmark: _Toc152628492]Геометричні ймовірності
Класичне означення ймовірності не можна застосувати до випробування, для якого множина Ω є незліченною множиною елементарних подій.
Нехай простір елементарних подій Ω – це відрізок числової прямої або область на площині, або в просторі, а елементарні події ω – окремі точки в межах цієї області. Припустимо, що область Ω має скінченну міру µ (Ω) (на прямій – довжину, на площині – площу, у просторі – об'єм). Розглянемо систему F підмножин простору Ω, які мають міру. Відомо, що вони утворюють σ-алгебру. Множини з F назвемо випадковими подіями. Якщо експеримент має властивість симетрії щодо елементарних результатів (наприклад, деякий «точковий» об'єкт «навмання» кидаємо в межах області), то всі елементарні події «рівноправні», тож природно припустити, що ймовірність попадання елементарної події ω у будь-яку частину Ω пропорційна мірі цієї частини і не залежить від її розташування і форми. Тоді ймовірність будь-якої події A∈F можна обчислити, користуючись таким означенням.
Означення. Геометричною ймовірністю події А називається відношення міри µ(A) до міри µ(Ω), тобто
[image: ]
Можна показати, що геометрична ймовірність задовольняє всі аксіоми теорії ймовірностей.
Зауваження. За класичного означення ймовірності P(A) = 0 лише для А=Ø. За геометричного це не так. Справді, нехай Ω – плоска область, А – точка або лінія, розміщена в Ω. Тоді за формулою геометричної ймовірності P(A) = 0, хоча подія А є можливою – точка в разі її «кидання» на Ω може потрапити на А.
Контрольні запитання
1. Поясніть, що означає об’єднання (сума) подій.
2. Поясніть, що означає перетин (добуток) подій.
3. Дайте класичне визначення ймовірності.
4. Як обчислити значення ймовірності?
5. Дайте визначення відносної частоти.
6. У чому полягає обмеженість класичного визначення ймовірності?
7. Для чого застосовуються геометричні ймовірності?
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[bookmark: _Toc152628494]Тема: Умовна ймовірність. Теорема множення ймовірностей
План
1. [bookmark: _Hlk146658802]Формула умовної ймовірності. 
2. [bookmark: _Hlk146659027]Властивості умовної ймовірності.
3. [bookmark: _Hlk146659248]Теорема множення ймовірностей. 
Формула умовної ймовірності
Пояснимо спочатку на прикладі суть умовної ймовірності. Нехай двічі кидають гральний кубик. Простір елементарних подій складається з 36 елементів: [image: ]. Розглянемо подію А – «сума очок після двох кидань рівна 5», тоді A = {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)},
[image: ]
Припустимо, що результат першого кидання – випадання 3 очок (подія B = {(3,1), (3, 2), (3, 3), (3, 4) (3, 5), (3, 6)}). У такій ситуації ймовірність події А зміниться: сумарна кількість очок буде рівною 5 лише тоді, коли за другим разом випаде «2», тобто в одному випадку з шести. Отже, ймовірність події А за умови, що відбулась подія В, P(A/B)=1/6.
У загальному випадку (в умовах класичної схеми) міркуємо так. Якщо відбулась подія В, то здійснився один з N(B) елементарних результатів. Серед них подія А з'являється N(АB) разів. Томy
[image: ]
У випадку загальної ймовірнісної моделі рівність
[image: ] приймається за означення умовної ймовірності. 
Властивості умовної ймовірності
З цього означення випливають такі властивості умовної ймовірності:
1) P(A/B)≥0;
2) P(Ω/B)=1;
3) P(B/B)=1;
4) A1A2 A = Ø ⇒ P(Ai+A2/B)=P(A1/B)+P(A2/B).
Доведення.
2) [image: ]
3) [image: ]
4) [image: ]
[image: ]
Теорема множення ймовірностей

Теорема множення ймовірностей: якщо P(A)>0, P(B)>0, то P(AB)=P(A)P(B/A)=P(B)P(A/B).
Приклад.
Обчислити ймовірність P(AB) у прикладі про кидання кубика, розглянутому на початку лекції.
Розв'язання. P(A/B)=1/6, P(B)=6/36=1/6 ⇒ P(AB)=1/36. Справді, AB={3,2}, і за класичним означенням P(AB)=1/36.
Формулу множення ймовірностей можна узагальнити для випадку будь-якої скінченної кількості подій. Нехай A1,A2,...,An − випадкові події такі, що P(A1A2·...·An-1)>0. Тоді P(A1A2·...·An-1)=P(A1)P(A2/A1)P(A3/A1A2)·...·P(A1A2·...·An-1). Припустимо, що формула виконується для n–1 множника і введемо позначення: A1A2·...·An-1=A, An=B. Тоді P(A1A2·...·An)=P((A1A2·...·An-1)An)=P(AB)=P(A)P(B/A)= =(A1A2·...·An-1)P(An/A1A2·...·An-1)=P(A1)P(A2/A1)P(A3/A1A2)·...·P(An/A1A2·...·An-1).
Введемо поняття незалежності випадкових подій, яке в теорії ймовірностей відіграє дуже важливу роль. Нехай Ω – простір елементарних подій, , A ⊂ Ω ⊂ Ω − B випадкові події.
Означення. Події А і В називаються незалежними, якщо P(AB)=P(A)P(B).
Приклад.
Монету кидають двічі. Нехай А – подія, яка полягає в тому, що за першим разом випав герб, В – подія, яка полягає в тому, що за другим разом випав герб. З'ясувати, чи будуть незалежними події А і В.
Розв'язання. Простором елементарних подій даного експерименту є множина Ω={ГГ, ЦЦ, ГЦ, ЦГ}. Тоді А={ГГ, ГЦ}, В={ГГ, ЦГ}, АВ={ГГ}
i P(A)=P(B)=2/4=1/2, P(AB)=1/4. Отже, P(AB)=P(A)P(B) , тому випадкові події А і В – незалежні.
Розглянемо найважливіші властивості ймовірностей для незалежних подій. 1. Якщо події А і В незалежні, то P(A/B)=P(A) (P(B)>0), P(B/A)=P(B) (P(A)>0). Доведення випливає безпосередньо з теореми множення.
2. Якщо події А і В незалежні, то незалежні також [image: ]
[bookmark: _Hlk153728243]Доведення. Для обґрунтування цієї властивості досить довести, що події А і  − незалежні. Оскільки A =AB +A , , причому доданки цієї суми – несумісні події, то P(A)=P(AB)+P(A ). Звідси P(A )=P(A)–P(AB)=P(A)–P(A)P(B)=P(A)(1–P(B))=P(A)P( ), отже,  А і  − незалежні.
Якщо маємо сукупність подій, яка містить більше, ніж дві події, то формула для обчислення ймовірності їх добутку також спрощується, якщо ці події незалежні в сукупності.
Означення. Випадкові події A1,A2,...,An називаються незалежними в сукупності, якщо P(Ai1Ai2·...·Aik)=P(Ai1)P(Ai2)·...·P(Aik) для будь-яких 1≤i1‹ i2‹...‹ ik≤n (2≤k≤n).
Для незалежних у сукупності подій A1,A2,...,An імовірність їх добутку дорівнює добуткові ймовірностей цих подій  P(A1A2·...·An)=P(A1)P(A2)·...·P(An). Якщо умова виконується лише для k=2, то події називаються попарно незалежними. Виявляється, що попарно незалежні події можуть не бути незалежними в сукупності. Про це свідчить приклад, наведений С. Н. Бернштейном.
Приклад.
На площину кидають тетраедр, три грані якого пофарбовані відповідно в червоний, синій, жовтий кольори, а на четверту грань нанесено всі три кольори. Розглянемо випадкові події: А1 – випаде грань із червоним кольором; А2 – випаде грань із синім кольором; А3 – випаде грань із жовтим кольором. З'ясувати, чи будуть ці події незалежними в сукупності.
Розв'язання. Очевидно, що P(A1)=P(A2)=P(A3)=2/4=1/2; P(A1)P(A2)=1/4=P(A1)P(A2); P(A1A3)=1/4=P(A1)P(A3); P(A2)P(A3)=1/4=P(A2)P(A3).
Отже, події A1, A2, A3 − попарно незалежні. Проте ці події не є незалежними в сукупності, бо P(A1A2A3)=1/4 [image: ] P(A1)P(A2)P(A3)=1/8.
Задача. Нехай A1, A2,..., An – випадкові події, незалежні в сукупності, і їхні ймовірності P(A1), P(A2),..., P(An) є відомі. Знайти ймовірність події А, яка полягає в тому, що в результаті виконання експерименту відбудеться хоча б одна з подій A1, A2,..., An.
Розв'язання. З умови задачі випливає, що [image: ]. Розглянемо протилежну подію [image: ]. Ця подія полягає в тому, що в результаті виконання експерименту не відбудеться жодної з подій A1,A2,...,An, тобто одночасно відбудуться події [image: ]. Томy  [image: ], і внаслідок незалежності подій    [image: ]
P( [image: ] )=P( [image: ] 1)P( [image: ] 2)·...·P( [image: ] n).
Отже, P(A)=1–P( [image: ] )=1–P( [image: ] 1)P( [image: ] 2)·...·P( [image: ] n), тобто ймовірність появи хоча б однієї з незалежних подій A1,A2,...,An дорівнює різниці між одиницею і добутком імовірностей протилежних до них подій.

Контрольні запитання

1. Поясніть формулу умовної ймовірності.
2. Охарактеризуйте властивості умовної ймовірності.
3. Дайте визначення незалежності випадкових подій.
4. Поясніть теорему множення ймовірностей.
5. Дайте визначення випадкової події.
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[bookmark: _Toc152628496][bookmark: _Hlk146777270]Тема: Формула повної ймовірності. Формули Байєса
План
1. Формула повної ймовірності. 
2. Формули Байєса.
3. Розв’язування прикладів. 
Формула повної ймовірності

Припустимо, що подія А може відбуватися в різних умовах, яким відповідають попарно несумісні події H1,H2,...,Hn, які утворюють повну групу і які назвемо гіпотезами. Нехай відомі ймовірності P(H1),P(H2),...,P(Hn) та умовні ймовірності P(A/H1),P(A/H2),...,P(A/Hn). Як знайти P(A) в даній ситуації?
Теорема.
Якщо H1,H2,...,Hn− повна група попарно несумісних подій і P(Hi)>0, [image: ], то для будь-якої події А справедлива рівність:
[image: ]
Доведення. Оскільки події H1,H2,...,Hn утворюють повну групу подій, то H1+H2+...+Hn=Ω, і подію А можна записати так:
A = AΩ = A(H1+H2+...+Hn)=H1A+H2A+...+HnA, де всі доданки у правій частині – попарно несумісні події. Використовуючи аксіому адитивності та теорему множення ймовірностей, маємо:
[image: ]
[image: ]
що й треба було довести. Рівність називають формулою повної ймовірності. Вона виражає ймовірність події А за умови, що відбулася одна і тільки одна з попарно несумісних подій H1,H2,...,Hn.
Якщо додатково припустити, що P(A)>0, то за теоремою множення ймовірностей можемо записати: P(AHk)=P(A)P(Hk/A), звідки

[image: ]або
                           [image: ]                                    
Формули називаються формулами Байєса (формулами ймовірностей гіпотез). Їм можна дати таке тлумачення. Нехай подія А може відбуватись в різних умовах, щодо характеру яких можна зробити n припущень (гіпотез) H1, H2,..., Hn. Ймовірності цих гіпотез P(Hk) нам відомі, як і умовні ймовірності P(A/Hk) події А за умови здійснення кожної гіпотези. Якщо в результаті експерименту подія А відбулась, то за формулами Байєса ми можемо переоцінити ймовірності кожної з гіпотез, знайшовши P(Hk/A).
Приклад.
Зі скриньки, яка містить 5 білих і 3 чорних кулі, одна куля невідомого кольору загублена. Яка ймовірність витягнути навмання зі скриньки білу кулю (подія А)? Яка ймовірність того, що загублено чорну кулю, якщо витягнута навмання куля виявилась білою?
Розв'язання. Тут можливі дві події-гіпотези: Hk− загублено k білих куль (k=0; 1). Очевидно, події H0,H1 − несумісні й утворюють повну групу, а їхні ймовірності становлять: P(H0)=3/8, P(H1)=5/8. Відповідні умовні ймовірності події A = AH0+AH1 становлять: P(A/H0)=5/7, P(A/H1)=4/7. За формулою повної ймовірності
[image: ]
Ймовірність P(H0/A) обчислимо за формулою Байєса:
[image: ]
[bookmark: _Hlk152456902]Контрольні запитання

1. Поясніть формулу умовної ймовірності.
2. Поясніть формулу повної ймовірності.
3. Дайте визначення гіпотези.
4. Охарактеризуйте формули Байєса.
5. Дайте пояснення гіпотези H0.
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План
1. [bookmark: _Hlk147353762]Повторні незалежні випробування. Біноміальний розподіл. Формула Бернуллі. 
2. [bookmark: _Hlk147354422]Наближені формули обчислення ймовірностей. Локальна теорема Муавра-Лапласа. Функція Гаусса. 
3. Інтегральна теорема Муавра-Лапласа. 
Повторні незалежні випробування. Біноміальний розподіл. Формула Бернуллі

Припустимо, що проводиться певна кількість однакових випробувань, у кожному з яких можливі лише два несумісні результати: деяка подія А може відбутися або не відбутися. Наприклад, коли підкидаємо 10 разів монету, то за кожного підкидання монети випаде або герб (подія А), або цифра (подія [image: ] ).
Означення. Випробування називаються незалежними стосовно деякої події А, якщо ймовірність цієї події в кожному випробуванні не залежить від результатів інших випробувань.
Означення. Серія повторних незалежних випробувань з одним із можливих результатів А або  [image: ], у кожному з яких подія А має одну і ту саму ймовірність P(A) = p, називається схемою Бернуллі.
Отже, якщо випробування проводяться за схемою Бернуллі, то в кожному з них можливий тільки один з двох результатів: А (успіх) або  [image: ] (невдача), до того ж імовірності P(A) = p i P( [image: ] ) = 1– p = q є однаковими в кожному випробуванні.
Позначимо через µn кількість успіхів (кількість появ події А) в серії із n послідовних незалежних випробувань за схемою Бернуллі і обчислимо ймовірність того, що кількість успіхів в n випробуваннях рівна k P{µn = k}= Pn(k), за умови, що ймовірність успіху в кожному окремому випробуванні P(A) = p. Подію {µn=k} можна записати у вигляді
[image: ]
Беручи до уваги незалежність випробувань, маємо, що ймовірність кожної з подій-доданків у правій частині рівна pkqn-k. Всі ці доданки – попарно несумісні події, а їхня кількість дорівнює кількості перестановок з повтореннями множини з n елементів, серед яких k елементів першого типу і n-k елементів другого типу, тобто
[image: ]
Застосовуючи аксіому адитивності, одержимо: [image: ]
Формула називається біномною формулою або формулою Бернуллі. Вона виражає ймовірність того, що кількість успіхів в серії з n послідовних незалежних випробувань за схемою Бернуллі дорівнює k.
Набір чисел Pn(k) (k=0,1,...,n) називають біномним розподілом.
Події {µn=0}, {µn=1}, {µn=n} утворюють повну групу попарно несумісних подій, отже, {µn=0}+{µn=1}+...+{µn=n}= Ω, тому
[image: ]
Цю формулу можна також отримати й безпосереднім обчисленням
[image: ]
Приклад.
Кубик кидають 5 разів. Обчислити ймовірність випадання чотирьох шісток.
Розв'язання. Тут n=5, k=4, p=1/6, q=5/6. За допомогою біномної формули отримуємо:
[image: ]
[bookmark: _Toc152628499]Найімовірніша кількість успіхів у випробуваннях за схемою Бернуллі
Теорема. Найімовірніша кількість успіхів k0 в n випробуваннях за схемою Бернуллі задовольняє умову np–q ≤ k0 ≤ np+p. Якщо np–q − неціле, то є одне таке значення k0, якщо np − q − ціле, то таких значень два.
Доведення. Розглянемо відношення
[image: ]
Отже, Pn(k+1)>Pn(k), якщo (n-k)p>(k+1)q, тобто np-q > k(p+q) = k. Тому
[image: ]
Це означає, що зі зростанням k величина Pn(k) спочатку зростає до певного максимуму, а потім спадає. Знайдемо, при якому k досягається максимум. Можливі два випадки.
1) np − q − неціле число. Тоді число np − q + 1 = np + p, також неціле і існує єдине ціле число k0 , що задовольняє умову np−q<k0 <np+p. Покажемо, що k0 − найімовірніша кількість успіхів, тобто що Pn(k) досягає найбільшого значення при k = k0. Справді, оскільки k0−1 < np − q, то згідно з першим співвідношенням системи Pn(k0) > Pn(k0 −1), а оскільки k0 > np−q, то із третього співвідношення системи випливає, що Pn(k0+1) < Pn(k0). Звідси дістаємо, що Pn(k0) > Pn(k) для всіх k[image: ]k0, тобто k0 − найімовірніша кількість успіхів.
2) np−q − ціле число. Покладемо k1=np − q, тоді k1+1=np−q+1=np+p. Згідно з другим співвідношенням системи Pn(k1+1)=Pn(k1). Через те, що k1−1 < np–q i k1 +1 <np-q, то відповідно з першого і третього співвідношень системи випливає, що Pn(k1)>Pn(k1−1) i Pn(k1+2)<Pn(k1+1). Отож у цьому випадку є два найімовірніші значення: k=k1 i k=k1+1.
Отже, в загальному випадку np−q≤k0≤np+p.
Приклад.
Кубик кидають 5 разів. Яка найімовірніша кількість випадань шістки?
Розв'язання. Тут n=5, p=1/6, q=5/6, np=5/6, np-q=0, np+p=1.
Отже, 0≤k0≤1, і найімовірнішими є два значення кількості випадань шістки: k0=0 i k0=1.
	Наближені формули обчислення ймовірностей. Локальна теорема Муавра-Лапласа. Функція Гаусса

Якщо проводяться випробування за схемою Бернуллі і числа n і k – великі, то обчислення ймовірностей Pn(k) за біномною формулою викликає певні труднощі. У такому разі для обчислення цих імовірностей застосовують асимптотичні (наближені) формули, які випливають із локальної та інтегральної теорем Муавра-Лапласа і граничної теореми Пуассона. Назва «гранична» в обох випадках пов'язана з тим, що згадані теореми встановлюють поведінку ймовірностей Pn(k) або Pn(k1≤k≤k2) за певних умов, до яких обов'язково входить умова [image: ].
Гранична теорема Пуассона. Якщо ймовірність успіху в кожному з n незалежних випробувань за схемою Бернуллі рівна p і якщо для [image: ] [image: ] так, що [image: ], то
[image: ]
для будь-якого k = 0,1,2,..., де Pn(k) – ймовірність появи k успіхів в n випробуваннях.
Доведення. Поклавши np = λn (отже, [image: ]), запишемо
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
що й треба було довести.
Отже, при великих n (n>100) і малих р (np<30) ми можемо користуватися наближеними формулами.
Формули, розміщені нижче, називаються асимптотичними формулами Пуассона. Друга з них дає наближений вираз для ймовірності того, що кількість успіхів у n випробуваннях міститься між заданими числами k1 і k2 . Дослідження питання про точність формул ми не розглядаємо. Обмежимося лише тим, що приймемо без доведення нерівність
[image: ]
яка є правильною для будь-якої множини M ⊂ {0, 1, 2, }. Зокрема, якщо М складається з одного числа k, то
[image: ]
Для виразу [image: ], який розглядається як функція двох змінних k і λ, складено таблицю значень.
Введемо позначення [image: ]. Сукупність значень {P(k): k=0,1,2,...} називається розподілом Пуассона з параметром λ > 0.
Приклад.
У фірмі працює 500 співробітників. Знайти ймовірність того, що у двох співробітників день народження припаде на Новий рік, вважаючи, що ймовірність народитися у фіксований день становить 1/365.
Розв'язання. Маємо: n=500, p=1/365, λ=np=500/365=100/73, k=2;
[image: ]
Обчислення ж за біномною формулою дають P500(2)=0,2388347. Бачимо, що |P500(2)-0,2384517|=0,000383<0,003753=np2.
Локальна формула Муавра-Лапласа. Нехай імовірність успіху в кожному з n незалежних випробувань за схемою Бернуллі рівна p, 0<pn(k) появи k успіхів в n випробуваннях обчислюється за наближеною формулою:
[image: ]
де [image: ] − функція Гаусса.
При цьому встановлено, що відносна похибка формули наближається до нуля, коли [image: ].
Функція Гаусса табульована. У більшості підручників наведено значення ϕ(x) для 0≤x≤3,99. Для обчислення значень ϕ(x) при від'ємних значеннях −3,99≤x≤0 використовуємо парність функції ϕ(x), а для |x|>3,99 приймаємо, що ϕ(x)=0.
Інтегральна теорема Муавра-Лапласа. Нехай імовірність успіху в кожному з n незалежних випробувань за схемою Бернуллі рівна p, 0<pn – кількість успіхів у n випробуваннях. Тоді
[image: ]
для всіх а, b[image: ].
Спираючись на цю теорему, для великих значень n записують наближену формулу для ймовірності P{k1≤µn≤k1. Щоб отримати її, введемо позначення
[image: ]
Тоді
[image: ]
[image: ]
де
[image: ]
Для простішого запису отриманої наближеної формули вводять функцію Лапласа
[image: ]
Оскільки
[image: ]
то остаточно отримаємо
[image: ]
Функцію Лапласа часто використовують у теорії ймовірностей і математичній статистиці, тому опишемо її найпростіші властивості.
[image: ]

Графік функції Лапласа
• Ф(x) – непарна функція: Φ(−x)= −Φ(x).
Доведення. В інтегралі [image: ]зробимо заміну t=−u. Тоді dt=−du, 
[image: ]
• Ф(0)=0; Ф(+  [image: ])=0,5 i Ф(− [image: ])=−0,5 ⇒ прямі y=0,5 i y=−0,5 − асимптоти графіка функції при x [image: ] +  [image: ]  i x [image: ]  − [image: ] відповідно.
Доведення. В інтегралі [image: ] зробимо заміну [image: ]. Тоді[image: ]
• Φ(x) – зростаюча функція. Функція Лапласа Φ(x) табульована для 0≤x≤5. Для обчислення значень Φ(x) при від'ємних значеннях −5≤x≤0 використовуємо непарність функції.
Приклад.
Знайти ймовірність того, що при 600 киданнях кубика "шістка" випаде 100 разів. Яка ймовірність того, що кількість випадань "шістки" є в межах від 90 до 110?
Розв'язання. Маємо: n=600, k=100, p=1/6, np=100, npq=100·(5/6)=83,(3);
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Зауваження. Точність наближених формул істотно залежить від взаємовідношення величин n і р. Зокрема, задовільні наближення ці формули дають при p=q=1/2, їх часто використовують, коли npq≥10. Звідси, до речі, видно: що ближче одне з чисел р або q до нуля, то більшим слід вибирати n. Тому в разі близькості однієї з величин р або q до нуля користуються наближеними формулами Пуассона.
[bookmark: _Toc152628500]Теорема Бернуллі про стійкість відносних частот
Нехай імовірність появи випадкової події А в кожному з n незалежних випробувань за схемою Бернуллі становить р. Для довільного числа ε>0 визначимо за допомогою інтегральної теореми Муавра-Лапласа ймовірність події [image: ] при n [image: ]  [image: ], де [image: ] – відносна частота події, тобто ймовірність того, що відхилення відносної частоти події від її ймовірності за абсолютним значенням не перевищує числo ε>0.
Можемо записати
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Отже,
[image: ]
Ця формула виражає теорему Бернуллі.
Теорема Бернуллі. Якщо в кожному з серії незалежних випробувань випадкова подія настає з однією і тою самою ймовірністю р, то за достатньо великої кількості випробувань з імовірністю як завгодно близькою до 1, відхилення відносної частоти появи цієї події від її ймовірності р не перевищуватиме як завгодно малого наперед заданого числа ε.
Оскільки для великих n
[image: ]
то для великих n використовують наближену формулy
[image: ]
Приклад.
Проводиться 100 випробувань за схемою Бернуллі з імовірністю р=0,5 появи події А в кожному окремому випробуванні. Знайти межі, у яких міститься частота події А з імовірністю 0,9545.
Розв'язання. За умовою задачі n=100, p=q=0,5 i[image: ]

За формулою  маємо, що [image: ] ⇔ Ф(20ε)=0,47725. За таблицею значень функції Лапласа знаходимо, що 20ε=2 ⇒ ε=0,1. Із нерівності
[image: ]
випливає, що 40≤µn≤60, тобто з імовірністю 0,9545 подія А може з'явитися від 40
до 60 разів.
Контрольні запитання

1. Запишіть формулу Бернуллі.
2. Запишіть функцію Лапласа.
3. Сформулюйте теорему Бернуллі.
4. Запишіть функцію Гаусса.
5. Сформулюйте граничну теорему Пуассона.
6. Сформулюйте інтегральну теорему Муавра-Лапласа.
7. Запишіть локальну формулу Муавра-Лапласа.
8. Сформулюйте теорему про найімовірнішу кількість успіхів у випробуваннях за схемою Бернуллі.


















[bookmark: _Toc152628501]Лекція №6
[bookmark: _Toc152628502]Тема: Дискретна випадкова величина
План
1. Числові характеристики ДВВ. Математичне сподівання, дисперсія, середнє квадратичне відхилення.
2. Мода, медіана. Початкові і центральні моменти.
3. Асиметрія і ексцес.
Випадкові величини

Випадковою величиною називають таку величину, яка внаслідок випробування може прийняти лише одне числове значення, заздалегідь невідоме і обумовлене випадковими причинами.
Випадкові величини доцільно позначати великими літерами латинського алфавіту, а їх можливі значення − відповідними малими літерами з індексами. Для неперервної випадкової величини число її можливих значень нескінченне.
Дискретною випадковою величиною (ДВВ) називають таку величину, яка може приймати відокремлені ізольовані одне від одного числові значення (їх можна пронумерувати) з відповідними ймовірностями.
Законом розподілу дискретної випадкової величини називають таке співвідношення, яке встановлює зв’язок між можливими значеннями випадкової величини і відповідними їм ймовірностями.
Математичним сподіванням дискретної випадкової величини називають число, яке дорівнює сумі добутків усіх її можливих значень на відповідні їм ймовірності.
Математичним сподіванням, або середнім значенням, МХ випадкової величини, називається ряд (для дискретних випадкових величин) і інтеграл [image: ] (для неперервних випадкових величин), якщо вони абсолютно збіжні. Математичне сподівання має такі властивості:
1) [image: ] (С − стала);
2) [image: ];
3) [image: ]
4) [image: ] якщо Х і Y − незалежні випадкові величини.
2. Дисперсія (позначається через [image: ]) випадкової величини Х визначається за формулою:
[image: ]
Основні властивості дисперсії:
1) [image: ]
2) [image: ]
3) [image: ] якщо випадкові величини незалежні.
Середнє квадратичне відхилення (позначається літерою ) є квадратним коренем із дисперсії.
Якщо від випадкової величини віднімемо її математичне сподівання, то дістанемо центровану випадкову величину, математичне сподівання якої дорівнює нулю. Ділення випадкової величини на її середнє квадратичне відхилення називається нормуванням цієї випадкової величини.
Випадкова величина [image: ] має нульове математичне сподівання й одиничну дисперсію.
Початковий, центральний і абсолютний початковий моменти порядку k величини Х визначають відповідно за такими формулами:
[image: ]
Якщо існує початковий абсолютний момент порядку k, то існують усі моменти нижчих порядків.
Медіаною розподілу[image: ] називають таке значення аргументу х = m для якого виконується нерівність
[image: ]
(таке значення m завжди існує, бо функція монотонно зростає від 0 до 1). Якщо, зокрема, [image: ] неперервна, то існує принаймні одне значення х = m, для якого [image: ](за теоремою про проміжне значення неперервної функції). Якщо крива [image: ] має з прямою у = 0,5 спільний відрізок, то абсцису кожної точки цього відрізка можна взяти за медіану даного розподілу. Таким чином, кожний розподіл має принаймні одну медіану.
Мода дискретної величини [image: ] − це таке її значення, імовірність якого найбільша.
Модою неперервного розподілу є значення випадкової величини, за якого щільність розподілу має максимум.
Асиметрія випадкової величини визначається за формулою:
[image: ]
Ексцес випадкової величини обчислюють за формулою:
[image: ]



Контрольні запитання

1. Дайте визначення випадкової величини.
2. Запишіть позначення випадкових величин.
3. Дайте визначення дискретної випадкової величини.
4. Охарактеризуйте закон розподілу дискретної випадкової величини.
5. Перерахуйте основні числові характеристики дискретних випадкових величин.
6. Запишіть властивості математичного сподівання.
7. Дайте характеристику основних властивостей дисперсії.
8. Дайте визначення моди та медіани дискретної випадкової величини.
9. Поясніть формулу визначення асиметрії випадкової величини.
10.  Дайте характеристику початкового і центрального моменту  випадкової величини.



























[bookmark: _Hlk148565444][bookmark: _Toc152628503]Лекція №7
[bookmark: _Toc152628504]Тема: Неперервна випадкова величина. Числові характеристики 
План
1. [bookmark: _Hlk148564041]Неперервна випадкова величина. Щільність розподілу випадкової величини. 
2. [bookmark: _Hlk148564489]Функція розподілу випад кової величини. 
3. Властивості функції розподілу. Графік.
Неперервна випадкова величина. Щільність розподілу випадкової величини

Випадковою величиною називають таку величину, яка внаслідок випробування може прийняти лише одне числове значення, заздалегідь невідоме і обумовлене випадковими причинами.
Раніше неперервною випадковою величиною ми назвали випадкову величину Х, можливі значення якої суцільно заповнюють деякий скінченний або нескінченний проміжок на числовій прямій. Це означення ми далі уточнимо.
Оскільки множина можливих значень неперервної випадкової величини незліченна, то для неї непридатна характеристика розподілу у формі переліку її значень та відповідних імовірностей хоча б з тієї причини, що значення цієї множини неможливо записати як послідовність. Тому характеристика розподілу такої величини базується на понятті функції розподілу.
Означення. Випадкову величину Х називають неперервною (або абсолютно неперервною), якщо існує невід'ємна функція p(x) така, що для всіх х функція розподілу випадкової величини Х визначається у вигляді
[image: ]
до того ж функція p(x) неперервна всюди, крім, можливо, скінченної кількості точок.
[bookmark: _Hlk148567149]З означення  випливає, що функція розподілу неперервної випадкової величини неперервна (інтеграл – неперервна функція верхньої межі інтегрування). Функція p(x) називається щільністю розподілу ймовірностей випадкової величини Х. В точках своєї неперервності функцію p(x) можна визначити як похідну функції розподілу: p(x)=F'(x).
Спираючись на співвідношення  та властивості функції розподілу, можемо також записати:
[image: ]
З неперервності функції розподілу неперервної випадкової величини виводимо, що P{X=x}=F(x+0) − F(x)=0. Тому для неперервної випадкової величини Х
[image: ]
Використовуючи, що F(+∞)=1, отримуємо основну властивість щільності розподілу
[image: ]
Функція розподілу випадкової величини.
Прикладами випадкових величин, що набувають різних числових значень під впливом багатьох випадкових факторів, можуть бути:
а) кількість очок, яка випадає на верхній грані за одне кидання грального кубика;
б) кількість бракованих виробів серед п навмання вибраних;
в) кількість кидань монети до першої появи герба;
г) кількість викликів, які надходять на телефонну станцію протягом деякого проміжку часу;
д) тривалість часу обслуговування покупця;
е) час виконання деякого завдання і т. д.
Випадкові величини позначатимемо великими літерами X, Y, Z, …, а їхні можливі значення – малими літерами x, y, z, … латинського алфавіту.
У наведених прикладах траплялися два типи випадкових величин: дискретні величини, множини можливих значень яких скінченні або зліченні, − приклади а) – г) і неперервні величини, множини можливих значень яких суцільно заповнюють деякий інтервал, – приклади д), е).
Зазначимо, що за теоретико-множинним трактуванням основних понять теорії ймовірностей випадкова величина Х є функція елементарної події: X=X(ω), де ω − елементарна подія, яка належить простору Ω(ω ∈Ω). При цьому множина можливих значень випадкової величини Х складається з усіх значень, яких набуває функція X(ω). Якщо ця множина скінченна або зліченна, то випадкова величина Х називається дискретною, якщо незліченна – неперервною.
Наведемо приклади дискретної і неперервної випадкових величин.
1. Симетричну монету кидають двічі. Нехай випадкова величина Х – кількість появ герба. Простір елементарних подій складається з чотирьох елементів:
Ω={ω1=(ЦЦ), ω2=(ЦГ), ω3=(ГЦ), ω4=(ГГ)}.
2. Нехай випадкова величина Y є час очікування трамвая на зупинці. Якщо відомо, що проміжок часу між прибуттям трамваїв не перевищує Т, то значення Y належать відрізку [0,T].
Для того, щоб описати випадкову величину, необхідно вказати не тільки множину її можливих значень, а й охарактеризувати ймовірності всіх можливих подій, пов'язаних із випадковою величиною (наприклад, імовірність того, що вона набуде того чи іншого значення або потрапить у деякий інтервал). Такий повний опис випадкової величини називається її законом розподілу.
У випадку довільного ймовірнісного простору (Ω, F, P) не будь-які функції, визначені на Ω, можна розглядати як випадкові величини. Вивчаючи закони розподілу випадкових величин, часто доводиться відповідати на питання: яка ймовірність того, що значення випадкової величини X(ω) належать до тієї чи іншої множини. Отже, для достатньо широкого класу множин {B} на числовій прямій повинна бути впевненість, що множина {ω: X(ω) ∈ B} належить σ-алгебрі подій F, і тому можна розглядати ймовірність P{ω: X(ω) ∈ B}. Виявляється, достатньо припустити, що для кожного інтервалу (– [image: ], x) множина {ω: X(ω) ∈ (–[image: ], x)} = {ω: X(ω) < x} належить σ-алгебрі подій F, і тоді для кожної множини дійсних чисел В, яка зображується як об'єднання або перетин скінченної або зліченної кількості проміжків, отримаємо, що {ω: X(ω) ∈ B} ∈ F.
Означення. Нехай (Ω, F, P) – імовірнісний простір. Випадковою величиною назвемо дійсну функцію X=X(ω), визначену на Ω і таку, що для кожного дійсного числа х виконується співвідношення: {ω: X(ω) < x} ∈ F.
Означення. Функція дійсної змінної х, x ∈R =(– [image: ],+ [image: ]), визначена рівністю
F(x)=P{ω: X(ω) < x} = P{X}, називається функцією розподілу випадкової величини X = X(ω).
Функція розподілу є найбільш загальною формою закону розподілу, придатною для характеристики всіх випадкових величин (як дискретних, так і неперервних). Знаючи функцію розподілу F(x) випадкової величини Х, можна обчислити ймовірності будь-яких подій, які з нею пов'язані.
[bookmark: _Toc152628505]Властивості функції розподілу
• Імовірність того, що випадкова величина Х набуде значення з проміжку [a, b) дорівнює приросту її функції розподілу на цьому проміжку, тобто
{a ≤ x ≤b}=F(b) – F(a).
[bookmark: _Hlk148565227]Доведення. Оскільки {X ≤ b}={X ≤ a}+{a ≤ X ≤b}, то за аксіомою адитивності (події-доданки – несумісні ):
F(b)=P{X ≤ b}=P{X ≤ a}+P{a ≤ X ≤b}=F(a)+P{a ≤ X  ≤b},
звідки P{a ≤ X ≤b}=F(b) – F(a).
• Значення функції розподілу належать відрізку [0, 1], тобто 0 ≤ F(x) ≤1.
• Якщо x1 ≤ x2, то F(x1) ≤ F(x2), тобто F(x) – неспадна функція.
Доведення. Якщо x1 ≤ x2, то A={X < x1}⊂B={X < x2}, тому P(A) ≤ P(B), тобто F(x1) ≤ F(x2).
• [image: ]
Доведення. [image: ]
• [image: ], тобто функція F(x) – неперервна зліва.
Доведення. Розглянемо довільну зростаючу числову послідовність
[image: ]
і позначимо An={xn ≤ X ≤ x0}. Тоді послідовність подій A1⊃A2⊃...⊃An ⊃... − спадна, причому [image: ]. За аксіомою неперервності [image: ] . З другого боку,
[image: ][image: ]
  • P{X=x}=F(x+0)-F(x).
Доведення. [image: ], де [image: ]. Тоді послідовність подій A1⊃A1⊃...⊃An⊃... - спадна. За аксіомою неперервностi [image: ]⇒ [image: ]
[image: ]
Графік функції розподілу дискретної випадкової величини
[image: ]
Графік функції розподілу неперервної випадкової величини
Контрольні запитання

1. Дайте визначення випадкової величини.
2. Дайте визначення дискретної випадкової величини.
3. Дайте визначення неперервної випадкової величини.
4. Дайте визначення щільності розподілу ймовірностей випадкової величини.
5. Запишіть основну властивість щільності розподілу.
6. Дайте визначення функції розподілу.
7. Охарактеризуйте властивості функції розподілу.
8. Побудуйте графік функції розподілу дискретної та неперервної випадкової величини.


[bookmark: _Toc152628506]Лекція №8
[bookmark: _Toc152628507]Тема: Основні закони розподілу випадкових величин
План
1. Закони розподілу дискретних випадкових величин. 
2. Закони розподілу неперервних випадкових величин.
Закони розподілу дискретних випадкових величин

Розглянемо закони розподілу випадкових величин, які найчастіше зустрічаються в різних моделях. Спочатку зупинимось на законах розподілу дискретних випадкових величин.
1. Рівномірний розподіл на множині {1, 2, … , n}. Випадкова величина [image: ] має рівномірний розподіл, якщо вона набуває значення  1, 2, … , k, … ,  n з ймовірностями [image: ]	
Така випадкова величина має многокутник розподілу, який складається з відрізка прямої, що паралельна осі абсцис. Кінці цього відрізка мають координати [image: ] і [image: ].
2. Біноміальний закон розподілу. Випадкова величина [image: ], яка набуває значення  0, 1, 2, … , k, … ,  n з ймовірностями 
			        [image: ]
			        [image: ]					
називається розподіленою за законом Бернуллі (біноміальним законом). 
Ряд розподілу біноміальної випадкової величини [image: ] має наступний вигляд:
	[image: ]
	0
	1
	…
	k
	…
	N

	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	…
	[image: ]
	…
	[image: ]


Цей закон використовується у схемі Бернуллі, тобто у випадку [image: ] незалежних випробувань, у кожному з яких деяка подія з’являється з однаковою ймовірністю [image: ]. Постійні [image: ] і [image: ], за допомогою яких виконують розрахунки в таблиці, називають параметрами біноміального розподілу.
Головні числові характеристики для випадкової величини [image: ], яка має біноміальний розподіл розраховують за формулами:
[image: ]	[image: ]	[image: ]				
[image: ]	[image: ]					
З останніх двох формул видно, що із зростанням [image: ] коефіцієнт асиметрії та ексцес прямують до нуля, тобто до відповідних характеристик нормального закону розподілу.
3. Закон розподілу Пуассона. При досить великих [image: ] і малих [image: ] чи [image: ] замість формули Бернуллі потрібно використовувати формулу Пуассона з параметром [image: ] Кажуть, що в цьому випадку біноміальний розподіл апроксимує  розподіл Пуассона. 
Випадкова величина [image: ], яка набуває значення  0, 1, 2, … з ймовірностями    [image: ] називається розподіленою за законом Пуассона з параметром [image: ].  		
Ряд розподілу випадкової величини [image: ], розподіленої за законом Пуассона з параметром [image: ] має наступний вигляд:

	m
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	…

	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	…
	[image: ]
	…



Це – закон розподілу ймовірностей масових рідкісних подій. Його використовують у теорії масового обслуговування, теорії надійності, задачах статистичного контролю якості продукції, переважно для обчислення кількості дефектів однакових виробів, кількості вимог на виплату страхових сум за визначений період тощо. 
Для випадкової величини [image: ], розподіленої за законом Пуассона з параметром [image: ] головні числові характеристики розраховують за формулами:
[image: ]	[image: ]	[image: ]			
[image: ]	[image: ]					
4. Геометричний розподіл. Випадкова величина [image: ] має геометричний розподіл, якщо[image: ]	
Ряд ймовірностей цього розподілу буде нескінченно спадною геометричною прогресією із знаменником [image: ], сума якої дорівнює одиниці.
Геометричний розподіл має випадкова величина Х, яка дорівнює кількості випробувань Бернуллі, поки вперше не відбудеться подія [image: ] з ймовірністю появи цієї події в одному випробуванні рівною [image: ].
Цей розподіл застосовують у різноманітних задачах статистичного контролю якості виробів, в теорії надійності та у страхових розрахунках.
Для випадкової величини [image: ], розподіленої за геометричним законом:
			[image: ]		[image: ]				
5. Гіпергеометричний розподіл. Випадкова величина [image: ] має гіпергеометричний розподіл, якщо
	   [image: ]		        
Цей розподіл має місце, наприклад, у такій задачі. Нехай у партії з [image: ] виробів [image: ] – якісних і [image: ] – неякісних. З цієї партії навмання для перевірки беруть [image: ] виробів. Треба знайти закон розподілу випадкової величини Х, яка дорівнює кількості якісних виробів серед вибраних [image: ] виробів. Розв’язування цієї задачі приводить до того, що [image: ]має гіпергеометричний розподіл. Гіпергеометричний розподіл використовують у багатьох задачах статистичного контролю якості виробів. 
Закони розподілу неперервних випадкових величин

6. Рівномірний розподіл на відрізку. Неперервна випадкова величина Х, яка набуває значення на відрізку [image: ]  має  рівномірний розподіл, якщо щільність розподілу [image: ] має вигляд
			    [image: ]					         
Ймовірність того, що рівномірно розподілена на відрізку [image: ] випадкова величина [image: ] прийме значення із заданого інтервалу [image: ] не залежить від положення цього інтервалу на числовій осі і дорівнює відношенню довжини цього інтервалу до довжини усього проміжку [image: ]:
       [image: ]				        
Цей розподіл задовольняють, наприклад, похибки заокруглення різноманітних розрахунків.
Функція розподілу цієї випадкової величини має вид
			    [image: ]				                   
Для неперервної випадкової величини Х, яка має  рівномірний розподіл на відрізку [image: ]:
[image: ]		[image: ]	[image: ]		[image: ]	         
7. Показниковий закон розподілу. Неперервна випадкова величина Х, яка набуває невід’ємних значень, має  показниковий (експоненціальний) розподіл з параметром [image: ], якщо щільність її розподілу [image: ] має вигляд
			        [image: ]					         
Оскільки показниковий закон розподілу має тільки один параметр [image: ], то він має переваги перед іншими, так як в практичних задачах часто параметри закону невідомі і їх потрібно оцінити (знайти наближено). Зрозуміло, що знайти один параметр набагато простіше, ніж декілька.
Функція розподілу неперервної випадкової величини Х, яка має показниковий розподіл, дорівнює
			        [image: ]				         
Отримуємо формулу для обчислення ймовірності попадання  [image: ] в інтервал [image: ]
			[image: ]			        
Для випадкової величини Х, розподіленої за показниковим законом з параметром [image: ] головні числові характеристики є такими:
[image: ]	[image: ]	[image: ]	[image: ]	[image: ]			        
Показниковий закон розподілу широко використовується у теорії масового обслуговування, зокрема, зв’язаних з найпростішим потоком подій (послідовністю подій, які наступають у випадкові моменти часу). За цим законом розподілений час ремонту, час чекання в черзі, час обслуговування.
8. Нормальний розподіл. Визначають, що неперервна випадкова величина [image: ] розподілена нормально, якщо її щільність розподілу має вигляд
  [image: ]				         
для будь-якого [image: ]  і довільних чисел [image: ] і [image: ].
Графік функції [image: ] називають нормальною кривою або кривою Гауса. Ця крива є симетричною відносно прямої [image: ] і має одну точку максимуму при [image: ] : [image: ]величина якого залежить від параметра [image: ].
При [image: ] та [image: ] нормальну криву називають нормованою.
Зауваження. Якщо випадкова величина [image: ] розподілена за нормальним законом з параметрами [image: ] і [image: ], то випадкова величина [image: ] буде розподілена за нормованим нормальним законом.
Функція розподілу нормально розподіленої випадкової величини [image: ] з параметрами [image: ] і [image: ] має вигляд[image: ],				         
де [image: ] – функція Лапласа. Часом замість [image: ]використовують функцію [image: ] Тоді [image: ]
[image: ]	         
На підставі цієї ж формули одержимо формулу для знаходження ймовірності відхилення нормально розподіленої випадкової величини від свого математичного сподівання [image: ]на наперед задану величину [image: ]
[image: ].			         
Якщо  покласти [image: ], то   [image: ]
З останньої рівності виходить такий висновок: ймовірність того, що нормально розподілена випадкова величина [image: ] набуває своїх значень у проміжку [image: ]дорівнює 0,9973. Це означає, що [image: ] – практично достовірна подія. Одержане твердження називають правилом “трьох сигм”. 
Для випадкової величини [image: ], яка має нормальний розподіл з параметрами [image: ] і [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]			 
9. Логарифмічно нормальний розподіл. Неперервна невід’ємна випадкова величина [image: ] має  логарифмічно нормальний (логнормальний) розподіл, якщо величина [image: ] має нормальний розподіл.
На підставі визначення випадкової величини [image: ], де [image: ] – нормально розподілена випадкова величина з параметрами [image: ] і [image: ], можна знайти щільність розподілу першої з цих величин:
             [image: ]				         
10. Розподіл Вейбула. Неперервна випадкова величина Х, яка набуває невід’ємних значень, має розподіл Вейбула з параметрами [image: ] і [image: ], якщо щільність її розподілу [image: ] має вигляд
 [image: ]				         
Розглянутий раніше показниковий розподіл з параметром [image: ] є частковим випадком розподілу Вейбула при [image: ]
11. Гамма-розподіл. Випадкова величина [image: ] має гамма-розподіл з параметрами [image: ] і [image: ], якщо щільність її розподілу [image: ] має вигляд
			        [image: ]				        
де [image: ] – гамма-функція Ейлера. 
Розглянутий раніше показниковий розподіл з параметром [image: ] є частковим випадком гамма-розподілу при [image: ]
Для гамма-розподілу:
[image: ]	[image: ]	[image: ]	[image: ]	[image: ]	         
Якщо[image: ], то отримаємо розподіл [image: ] з  [image: ] ступенями вільності.
На практиці часто зустрічаються закони розподілу випадкових величин, які є функціями незалежних нормальних випадкових величин. Розглянемо три з них, які найчастіше зустрічаються при моделюванні випадкових явищ.
12. Розподіл «хі-квадрат» ([image: ]-розподіл). Нехай [image: ] – нормальні, нормовані незалежні випадкові величини, тобто кожна з них розподілена за нормальним законом, має математичне сподівання рівне нулю і середнє квадратичне відхилення – рівне одиниці. Тоді випадкова величина[image: ]	         
має розподіл «хі-квадрат» ([image: ]-розподіл) з [image: ] ступенями вільності.
Щільність розподілу цієї випадкової величини є такою
[image: ] де [image: ] – гамма-функція Ейлера. 
Для випадкової величини, яка має розподіл «хі-квадрат» з [image: ] ступенями вільності числові характеристики є такими:
[image: ]	[image: ]	[image: ]		[image: ]	         
Слід зауважити, що розподіл [image: ] із зростанням числа ступенів вільності [image: ] дуже повільно прямує до нормального розподілу. Тому цей розподіл при великих значеннях [image: ] ([image: ]) з достатньою для практичних розрахунків точністю можна апроксимувати (замінити) нормальним розподілом.
Розподіл [image: ] табульований. У таблицях наведені [image: ]-процентні точки розподілу [image: ] (для [image: ]), які задовольняють співвідношення [image: ]. Для [image: ] значення [image: ], ураховуючи попередні міркування, визначають за допомогою таблиць нормального закону розподілу. 14. Розподіл Стьюдента ([image: ]-розподіл). Нехай, [image: ] – незалежні нормально розподілені випадкові величини, кожна з яких має математичне сподівання рівне нулю. Тоді випадкова величина  [image: ] має розподіл  Стьюдента  з [image: ] ступенями вільності. Цей розподіл не залежить від параметра [image: ]. Для нього [image: ]	   [image: ]	[image: ]	    [image: ]	         
Щільність розподілу випадкової величини, яка має [image: ]-розподіл з [image: ] ступенями вільності, обчислюється за формулою 
[image: ] 	де [image: ] – гамма-функція Ейлера.
Графік щільності розподілу Стьюдента симетричний відносно осі ординат і за виглядом приблизно нагадує графік щільності нормального розподілу. Із зростанням числа ступенів вільності [image: ]-розподіл наближуються до нормованого нормального розподілу.
15. Розподіл Фішера ([image: ]-розподіл). Нехай [image: ] – незалежні нормально розподілені випадкові величини, кожна з яких має математичне сподівання рівне нулю. Тоді випадкова величина
[image: ]				        
має розподіл  Фішера  з [image: ] та [image: ] ступенями вільності.
Цей розподіл не залежить від параметра [image: ] і має щільність
[image: ]		         
Для [image: ] математичне сподівання цього розподілу дорівнює[image: ] При великих [image: ] та [image: ] розподіл Фішера заміняють нормальним розподілом.
Приклад. На складі магазину лежать прості та кольорові олівці. Причому, серед них 20% простих і 80% – кольорових. Допоміжний працівник для передачі продавцеві навмання взяв 100 олівців. Знайти математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення кількості кольорових олівців.
Розв’язування. Нехай випадкова величина [image: ] – кількість кольорових олівців серед відібраних. Ця випадкова величина має розподіл Бернуллі. За умовою задачі [image: ]) [image: ][image: ][image: ]
Приклад. Ймовірність появи події [image: ] в будь-якому випробуванні однакова і дорівнює 0,25. Відомо, що математичне сподівання випадкової величини Х, – кількості разів появи події [image: ], дорівнює [image: ] Визначити середнє квадратичне відхилення випадкової величини Х.
Розв’язування. Розглянута випадкова величина [image: ] має біноміальний розподіл. Оскільки [image: ] і [image: ], то з формули [image: ] знаходимо [image: ] урахувавши, що [image: ], знайдемо [image: ] Хоча тут можна було б не знаходити [image: ], а відразу в формулу для знаходження середнього квадратичного відхилення підставити [image: ] і [image: ]
Приклад. Дилер фірми постачає покупцям прилади, ймовірність дефекту в кожному з яких дорівнює 0,002. Знайти дисперсію кількості приладів з дефектом у партії і 1500 приладів.
Розв’язування. Нехай випадкова величина [image: ]– кількість приладів з дефектом. Оскільки кількість таких приладів розподілена за законом Пуассона, то [image: ]За умовою задачі [image: ] Отже, [image: ] 
Контрольні запитання

1. Поясніть відмінність між дискретними і неперервними випадковими величинами.
2. Охарактеризуйте біномний закон розподілу.
3. Поясніть розподіл Пуассона.
4. Поясніть закони розподілу неперервних випадкових величин.
5. Дайте визначення випадкової величини.
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План
1. [bookmark: _Hlk150289860]Зв’язок між випадковими величинами. Лінії регресії. 
2. Асиметрія та ексцес.
Зв’язок між випадковими величинами. Лінії регресії

Якщо ρ(X,Y) ≠ 0, то Х і Y – корельовані випадкові величини і з наближенням величини |ρ(X,Y)| до одиниці залежність між цими випадковими величинами наближається до лінійної залежності вигляду Y = αX + β. Тому цілком природним є питання про наближене зображення зв'язку між Х і Y у вигляді лінійної функції. Означення. Пряма y = αx + β називається прямою регресії (або прямою середньої квадратичної регресії) Y на Х, якщо коефіцієнти α, β вибрані так, що середнє квадратичне відхилення αX + β від Y є мінімальним: E(Y– αX – β)2 = min.
Щоб знайти значення α, β, про які сказано в означенні, здійснимо перетворення величини E(Y– αX – β)2=min, яку нам треба мінімізувати:
[image: ]
[image: ]

[image: ]
[image: ]
[image: ]
оскільки
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Отже,
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Тепер видно, що величина [image: ]набуватиме найменшого значення тоді і лише тоді, коли виконуватимуться рівності:
[image: ]
звідки можна визначити відповідні значення сталих α, β:
[image: ]
Отже, рівняння прямої регресії Y на Х має вигляд:
[image: ]
або
[image: ]
Приклад.
Монету кинули двічі. Нехай Х – кількість випадань герба, Y – кількість випадань цифри. Записати рівняння прямої регресії Y на Х.
Розв'язання. Маємо: кількість випробувань n=2, ймовірність випадання герба в одному випробуванні p=0,5, цифри q=0,5. Тоді E(X)=np=1, E(Y)=nq=1, D(X)=D(Y)=npq=0,5.
[image: ]
Закон розподілу випадкової величини XY задається таблицею
	 ХY=k
	 0
	 1

	 P{XY=k}
	 0,5
	 0,5


Отже,
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
і рівняння прямої регресії Y на Х запишеться у вигляді y=2–x.
[bookmark: _Toc152628510]Початкові і центральні моменти випадкових величин. Асиметрія та ексцес

Математичне сподівання і дисперсія характеризують найважливіші параметри розподілу випадкових величин: середнє значення та ступінь розсіювання можливих значень величини навколо середнього значення. Крім цих характеристик, у теорії ймовірностей застосовуються деякі інші числові характеристики відповідного призначення, кожна з яких характеризує випадкову величину з позиції тих чи інших особливостей її розподілу. Серед них особливе значення мають початкові і центральні моменти, а також асиметрія та ексцес.
Означення. Початковим моментом k-го порядку випадкової величини Х називають математичне сподівання величини Xk і позначають vk: vk=E(Xk).
Зокрема, v1=E(X), v2=E(X2), і для обчислення дисперсії маємо таку формулу: D(X)=v2-v12.
Означення. Центральним моментом k-го порядку випадкової величини Х називають математичне сподівання величини (X-E(X))k і позначають µk: µk=E(X-E(X))k.
Зокрема,
[image: ]
[image: ]
Між центральними і початковими моментами існує зв'язок:
[image: ]
Для дискретної випадкової величини Х, яка набуває значень xi з імовірностями, pi,
[image: ]
Для неперервної випадкової величини Х зі щільністю розподілу p(x)
[image: ]
Означення. Асиметрією випадкової величини Х називається число А, яке обчислюється за формулою:
[image: ]
З цієї формули випливає, що напрям асиметрії випадкової величини визначається за допомогою центрального моменту µ3, який має розмірність куба випадкової величини. Якщо µ3=0, то випадкова величина розподілена симетрично відносно математичного сподівання E(X). Коли µ3<0(µ3>0) то розподіл випадкової величини Х має від'ємну (додатну) асиметрію. Коефіцієнт асиметрії А є безрозмірною величиною. Його використовують для оцінки як напрямку, так і сили асиметрії розподілу випадкової величини.
Означення. Ексцесом випадкової величини Х називається число ES, яке визначається рівністю:
[image: ]
Ексцес ES, як і коефіцієнт асиметрії А, є безрозмірною величиною. Він характеризує «гостровершинність» графіка щільності розподілу розглядуваної випадкової величини у порівнянні з кривою нормального розподілу
[image: ]
Для нормального розподілу ексцес ES=0; криві, які є більш гостровершинні, порівнюючи з нормальною, мають ексцес ES>0, менш гостровершинні – ексцес ES<0.
Контрольні запитання

1. Охарактеризуйте рівняння прямої регресії.
2. Дайте визначення коваріації та коефіцієнту кореляції.
3. Дайте визначення початковому і центральному  моменту неперервної випадкової величини.
4. Дайте визначення початковому і центральному моменту дискретної випадкової величини.
5. Дайте характеристику асиметрії та ексцесу.
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План
1. Генеральна і вибіркова сукупності.
2. Статистичний розподіл вибірки. Емпірична функція розподілу. Графік.
3. Графічне зображення, числові характеристики статистичного розподілу вибірки.
Генеральна і вибіркова сукупності

Часто під час вивчення випадкових явищ не вдається перерахувати випадки, на які розпадається подія А, тому неможливо точно обчислити ймовірність цієї події, користуючись класичним означенням імовірності.
Нехай, наприклад, нас цікавить імовірність того, що з навмання взятої ділянки землі буде зібрано урожай пшениці в межах від М до N центнерів з 1 га. Очевидно, ця подія є випадковою, однак, не знаючи характеристик вибраної ділянки землі, неможливо визначити ймовірність цієї події до випробування навіть наближено.
Очевидно, для наближеного визначення ймовірності події, що вивчається, необхідно здійснити серію випробувань і, проаналізувавши результати цих випробувань, взяти за наближене значення ймовірності події А відносну частоту цієї події. У таких дослідженнях виникають питання: скільки треба провести випробувань? Як обробити результати спостережень і зробити обґрунтовані висновки?
Крім наближеного обчислення ймовірності, дослідника можуть цікавити  й інші питання, наприклад, залежність урожайності від кількості внесених добрив і якості обробки ґрунту. Для з’ясування цієї залежності необхідно зібрати дані про урожайність, кількість внесених добрив і якість обробки ґрунту, певним чином систематизувати і проаналізувати їх.
Математична статистика – це розділ математики, у якому вивчаються методи збору, систематизації і аналізу результатів спостережень масових випадкових явищ з метою виявлення існуючих закономірностей.
З’ясування закономірностей, яким підпорядковані масові випадкові явища, здійснюється за допомогою методів теорії ймовірностей.
Аналіз статистичних даних може здійснюватися з метою:
а) оцінки невідомої ймовірності події; оцінки невідомої функції розподілу; оцінки невідомих параметрів розподілу, загальний вигляд якого відомий; оцінки залежності випадкової величини від одної або кількох випадкових величин;
б) перевірки статистичних гіпотез про вигляд невідомого розподілу або про величину параметрів розподілу, вигляд якого відомий.
Вихідними поняттями математичної статистики є поняття генеральної сукупності і вибірки. Під генеральною сукупністю розуміють множину всіх  реально існуючих або навіть тільки умовно можливих однорідних об’єктів, які вивчають під кутом зору їхнього розподілу за деякою ознакою. Наприклад, це можуть бути множини людей за віком, множини тварин певного виду за вагою, множини орних земель за врожайністю, множини виробів певного найменування за якістю, множини акціонерних банків України за прибутком і т. д.
Оскільки практично будь-яка ознака генеральної сукупності допускає кількісну оцінку, то замість того, щоб говорити про розподіл одиниць сукупності за ознакою, можна говорити про розподіл деякої випадкової величини Х. Експеримент, з яким пов’язана випадкова величина Х, полягає у виборі одного представника даної сукупності, а значення х, яке приймає Х, є значенням ознаки для цього представника.
Отже, з теоретико-ймовірнісного погляду генеральна сукупність – це випадкова величина X (), задана на просторі елементарних подій Ω.
Зрозуміло, що повний опис закону розподілу випадкової величини Х можна отримати, з’ясувавши значення ознаки для всіх без винятку представників даної сукупності. В окремих ситуаціях так і роблять: наприклад, дані про розподіл жителів тієї чи іншої країни щодо статі, віку, освіти і т. д. отримують у результаті загальних переписів населення, які проводяться один раз на кілька десятиліть. Однак такий спосіб суцільного обстеження всієї досліджуваної сукупності пов’язаний із низкою труднощів. Одна з них – це великий обсяг сукупності. У деяких випадках є ще й трудність принципового характеру, яка полягає в тому, що сукупність, яку ми розглядаємо, не існує в готовому вигляді, а є лише визначеною в уяві. Наприклад, якщо нас цікавить розподіл похибки, яку допускає вимірювальний прилад, то досліджувана сукупність становитиме перелік усіх можливих вимірювань, які можна здійснити за допомогою даного приладу. Зрозуміло, що обстежити всі елементи такої сукупності неможливо. У такому випадку кажуть, що генеральна                                 сукупність є нескінченною.
Щоб подолати або обійти вказані труднощі, найчастіше чинять так: обстеження всієї сукупності замінюють обстеженням невеликої (до того ж вибраної навмання) її частини. Таку частину генеральної сукупності називають вибіркою.
Із теоретико-ймовірнісного   погляду,   вибірка   з   даної   генеральної сукупності – це результати обмеженого ряду спостережень                                      випадкової величини Х. Якщо умови експерименту не змінюються від спостереження до спостереження і якщо п-кратний експеримент організований у такий спосіб, що результати спостереження на кожному (і-му) кроці ніяк не залежать від попередніх і не впливають на майбутні результати спостережень, то очевидно, що ймовірнісні закономірності поведінки і-го спостереження теоретично  залишаються.
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Кількісні ознаки елементів генеральної сукупності можуть бути одновимірними і багатовимірними, дискретними і неперервними.
Коли реалізується вибірка, кількісна ознака, наприклад Х, набуває конкретних числових значень (Х = хі), які називають варіантою.
Зростаючий числовий ряд варіант називають варіаційним.
Кожна варіанта вибірки може бути спостереженою ni раз (ni  1 ), число ni  називають частотою варіанти xi.
При цьому

,
де k – кількість варіант, що різняться числовим значенням; n – обсяг вибірки.                         Відношення частоти ni варіанти xi до обсягу вибірки n називають її відносною
 частотою і позначають через Wi , тобто

.	
Для кожної вибірки виконується рівність

.	
Якщо досліджується ознака генеральної сукупності Х, яка є неперервною, то варіант буде багато. У цьому разі варіаційний ряд – це певна кількість рівних або нерівних частинних інтервалів чи груп варіант зі своїми частотами.
Такі частинні інтервали варіант, які розміщені у зростаючій послідовності, утворюють інтервальний варіаційний ряд.
На практиці для зручності, як правило, розглядають інтервальні варіаційні ряди, у котрих інтервали є рівними між собою.
           Дискретний статистичний розподіл вибірки та її числові характеристики
Перелік варіант варіаційного ряду і відповідних їм частот, або відносних частот, називають дискретним статистичним розподілом вибірки.
У табличній формі він має такий вигляд:

	X = xi
	x1
	x2
	x3
	…
	xk

	ni
	n1
	n2
	n3
	…
	nk

	Wi
	W1
	W2
	W3
	…
	Wk



Дискретний статистичний розподіл вибірки можна подати емпіричною функцією F (x).
Емпірична функція F (x) та її властивості. Функція аргументу х, що визначає відносну частоту події X < x, тобто

,	
називається емпіричною, або комулятою.
Тут n – обсяг вибірки;
nx – кількість варіант статистичного розподілу вибірки, значення яких менше за фіксовану варіанту х;
F (x) – називають ще функцією нагромадження відносних частот.
Властивості F (x):
1) 0  F (x)  1;
2) F(xmin) = 0, де xmin є найменшою варіантою варіаційного ряду;
3) [image: ], де xmax є найбільшою варіантою варіаційного ряду;
4) F(x) є неспадною функцією аргументу х, а саме: F(x2)  F(x1) при x2  x1.
Полігон частот і відносних частот
Дискретний статистичний розподіл вибірки можна зобразити графічно у вигляді ламаної лінії, відрізки якої сполучають координати точок (xi; ni), або (xi; Wi). У першому випадку ламану лінію називають полігоном частот, у другому – полігоном відносних частот.
Приклад. За заданим дискретним статистичним розподілом вибірки
	X = xi
	–6
	–4
	–2
	2
	4
	6

	ni
	5
	10
	15
	20
	40
	10

	Wi
	0,05
	0,1
	0,15
	0,2
	0,4
	0,1


потрібно: 
1. Побудувати F (x) і зобразити її графічно; 
2. Накреслити полігони частот і відносних частот.
Розв’язання. Згідно з означенням та властивостями F (x) має такий вигляд:


Графічне зображення F (x) подано на рис. 1.

[bookmark: _MON_1036225847][bookmark: _MON_1036225855][bookmark: _MON_1036225870][bookmark: _MON_1044343787][image: ]
Рис. 1
Полігони частот та відносних частот зображено на рис.1, 2.
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Рис. 2
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Рис. 3

Числові характеристики


1) вибіркова середня величина [image: ]. Величину, яка визначається формулою,	
називають вибірковою середньою величиною дискретного статистичного розподілу вибірки.
Тут xi – варіанта варіаційного ряду вибірки;
ni – частота цієї варіанти;
n – обсяг вибірки ([image: ]).
Якщо всі варіанти з’являються у вибірці лише по одному разу, тобто ni = 1, то
[image: ];	
2) відхилення варіант. Різницю ([image: ])ni називають відхиленням варіант. При цьому [image: ]
Отже, сума відхилень усіх варіант варіаційного ряду вибірки завжди дорівнює нулеві;
3) мода (Mo). Модою дискретного статистичного розподілу вибірки називають варіанту, що має найбільшу частоту появи.
Мод може бути кілька. Коли дискретний статистичний розподіл має одну моду, то він називається одномодальним, коли має дві моди – двомодальним і т. д.;
4) медіана (Me). Медіаною дискретного статистичного розподілу вибірки називають варіанту, яка поділяє варіаційний ряд на дві частини, рівні за кількістю варіант;
5) дисперсія. Для вимірювання розсіювання варіант вибірки відносно [image: ] вибирається дисперсія.
Дисперсія вибірки – це середнє арифметичне квадратів відхилень варіант відносно [image: ], яке обчислюється за формулою
[image: ]	
або
[image: ];	
6) середнє квадратичне відхилення вибірки B. При обчисленні DB відхилення підноситься до квадрата, а отже, змінюється одиниця виміру ознаки Х, тому на основі дисперсії вводиться середнє квадратичне відхилення
[image: ],	
яке вимірює розсіювання варіант вибірки відносно [image: ], але в тих самих одиницях, в яких вимірюється ознака Х;
7) розмах (R). Для грубого оцінювання розсіювання варіант відносно [image: ] застосовується величина, яка дорівнює різниці між найбільшою xmax і найменшою xmin варіантами варіаційного ряду. Ця величина називається розмахом
[image: ];	
8) коефіцієнт варіації V. Для порівняння оцінок варіацій статистичних рядів із різними значеннями [image: ], які не дорівнюють нулеві, вводиться коефіцієнт варіації, який обчислюється за формулою
[image: ].	
Приклад. За заданим статистичним розподілом вибірки

	X = xi
	2,5
	4,5
	6,5
	8,5
	10,5

	ni
	10
	20
	30
	30
	10


потрібно: 
1) обчислити [image: ], [image: ], [image: ];
2) знайти Mo, Me;
3) обчислити R, V.
Розв’язання. Оскільки [image: ], то  дістанемо:
[image: ]
[image: ].
Для обчислення [image: ] визначається
[image: ]
Тоді
[image: ].
[image: ] = 5,16.
[image: ]
[image: ] = 2,27.
Mo = 6,5; 8,5.
Отже, наведений статистичний розподіл вибірки буде двомодaльним. Me = 6,5, оскільки варіанта х = 6,5 поділяє варіаційний ряд 
2,5; 4,5; 6,5; 8,5; 10,5 на дві частини: 2,5; 4,5 і 8,5; 10,5, які мають однакову кількість варіант.
[image: ]
Інтервальний статистичний розподіл вибірки, характеристики
Перелік часткових інтервалів і відповідних їм частот, або відносних частот, називають інтервальним статистичним розподілом вибірки.
У табличній формі цей розподіл має такий вигляд:
	H
	x1  – x2
	x2  –  x3
	x3  – x4
	…
	xk–1  – xk

	ni
	n1
	n2
	n3
	…
	Nk

	Wi
	W1
	W2
	W3
	…
	Wk


Тут h = xi – xi–1 є довжиною часткового i-го інтервалу. Як правило, цей інтервал береться однаковим.
Інтервальний статистичний розподіл вибірки можна подати графічно у вигляді гістограми частот або відносних частот, а також, як і для дискретного статистичного розподілу, емпіричною функцією F (x) (комулятою).
Гістограма частот та відносних частот. Гістограма частот являє собою фігуру, яка складається з прямокутників, кожний з яких має основу h і висотy [image: ].
Гістограма відносних частот є фігурою, що складається з прямокутників, кожний з яких має основу завдовжки h і висоту, що дорівнює [image: ].
Приклад. За заданим інтервальним статистичним розподілом вибірки
	h = 8
	0–8
	8–16
	16–24
	24–32
	32–40
	40–48

	ni
	10
	15
	20
	25
	20
	10

	Wi
	0,1
	0,15
	0,2
	0,25
	0,2
	0,1


потрібно побудувати гістограму частот і відносних частот.
Розв’язання. Гістограми частот і відносних частот наведені на рис. 4, 5.
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Рис. 4
Площа гістограми частот [image: ]
[bookmark: _MON_1036228218][image: ]
Рис. 5
Площа гістограми відносних частот 
[image: ].
Емпірична функція F (x) (комулята)

При побудові комуляти F (x) для інтервального статистичного розподілу вибірки за основу береться припущення, що ознака на кожному частинному інтервалі має рівномірну щільність імовірностей. Тому комулята матиме вигляд ламаної лінії, яка зростає на кожному частковому інтервалі і наближається до одиниці.
Приклад. Для заданого інтервального статистичного розподілу вибірки
	h = 10
	0–10
	10–20
	20–30
	30–40
	40–50
	50–60

	ni
	5
	15
	20
	25
	30
	5


побудувати F (x) і подати її графічно.
Розв’язання. 
[image: ]
Графік F (x) зображено на рис. 6.
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Рис. 6
Аналогом емпіричної функції F (x) у теорії ймовірностей є інтегральна функція F(x) = P(X < x). 
Медіана. 	Для визначення медіани інтервального статистичного розподілу вибірки необхідно визначити медіанний частковий інтервал. Якщо, наприклад, на і-му інтервалі [xi–1 – xi] F (xi–1) < 0,5 i F (xi) > 0,5, то, беручи до уваги, що досліджувана ознака Х є неперервною і при цьому F(x) є неспадною функцією, всередині інтервалу [xi–1 – xi] неодмінно існує таке значення X = Me, де F  (Me) = 0,5.
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Рис. 7
	З подібності трикутників АВС і АВ1С1, зображених на рис. 7, маємо:
[image: ],	
де [image: ] називають кроком.
Мода. 	Для визначення моди інтервального статистичного розподілу необхідно знайти модальний інтервал, тобто такий частинний інтервал, що має найбільшу частоту появи.
Використовуючи лінійну інтерполяцію, моду обчислимо за формулою
[image: ],	
де xi–1 – початок модального інтервалу;
h – довжина, або крок, часткового інтервалу;
[image: ] – частота модального інтервалу;
[image: ] – частота домодального інтервалу;
[image: ] – частота післямодального інтервалу.
Приклад. За заданим інтервальним статистичним розподілом вибірки
	h = 4
	0–4
	4–8
	8–12
	12–16
	16–20
	20–24

	ni
	6
	14
	20
	25
	30
	5


побудувати гістограму частот і F (x).
Визначити Mo, Me.
Розв’язання.  Гістограма частот зображена на рис. 8.
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Рис. 8
Графік F (x) зображено на рис. 9.

[bookmark: _MON_1035963141][bookmark: _MON_1036235070][image: ]
Рис. 9
З рис. 8 визначається модальний інтервал, який дорівнює 16–20.
Беручи до уваги, що [image: ], [image: ], [image: ],  h = 4, [image: ], дістанемо
[image: ];
[image: ]
Отже, Mo = 16,17.
З графіка F(x) визначається медіанний інтервал, який дорівнює 12–16.
Беручи до уваги, що F(12) = 0,4, F(16) = 0,65, h = 4, дістанемо:
[image: ]
Отже, [image: ] = 13,6.

Контрольні запитання

1. Дайте визначення варіанти вибірки.
2. Запишіть позначення обсягу вибірки.
3. Дайте визначення емпіричної функції розподілу.
4. Поясніть інтервальний статистичний розподіл вибірки.
5. Назвіть числові характеристики вибірки.
6. Дайте визначення полігону частот вибірки.
7. Дайте визначення варіаційного ряду.


















[bookmark: _Toc152628514]Лекція №11
[bookmark: _Toc152628515]Тема: Елементи дисперсійного аналізу
План
1. [bookmark: _Hlk151843019]Вибірковий коефіцієнт кореляції. Вибіркове кореляційне відношення. 
2. Рівняння парної лінійної регресії. 
3. Нелінійна регресія.
Вибірковий коефіцієнт кореляції. Вибіркове кореляційне відношення

Кореляційний	аналіз	досліджує	наявність	і	характер	зв’язків	між випадковими величинами Х і Y – ознаками генеральної сукупності.
З теорії ймовірностей відомо, що ступінь зв’язку між випадковими величинами Х і Y визначається такими числовими характеристиками їхнього сумісного розподілу як коваріація cov ( X ,Y ) і коефіцієнт кореляції  ( X ,Y ), які обчислюються за формулами:
cov ( X ,Y )  E( XY )  E( X )E(Y );

 ( X ,Y ) 	cov ( X ,Y )
D( X )  D(Y )


cov ( X ,Y )
 ( X )   (Y ) .

Основна задача кореляційного аналізу полягає у виявленні залежності між випадковими величинами Х і Y і може бути розв’язана шляхом побудови статистичних оцінок коефіцієнта кореляції.
Точкову оцінку для коефіцієнта кореляції обчислюють за формулою:


r  r( X ,Y ) 

1 n
n i1 1 n
 n
	i1
x  x
2	2
 1
i
 n
	i1
 i
n
y2  y 2 




x 
yi  x  y






n


 xi yi  nx  y
	i1	.


n
2
2

n
 i1
x  nx
i

 i1
 i
y2  ny 2 






Означення. Точкова оцінка r коефіцієнта кореляції між випадковими величинами Х і Y, яка обчислюється за формулою вище, називається вибірковим коефіцієнтом кореляції.
Вибірковий коефіцієнт кореляції характеризує зв’язок між випадковими величинами Х і Y (ознаками генеральної сукупності): а) якщо r  0, то зв’язок між Х і Y є додатний і вони зменшуються або збільшуються одночасно; б) якщо r  0, то зв’язок між Х і Y є від’ємний і зі збільшенням однієї з них друга      зменшується або навпаки; в) якщо r  0, то випадкові величини Х і Y є некорельовані і це означає лише відсутність лінійного зв’язку між ними. Вибірковий коефіцієнт кореляції задовольняє нерівність | r | 1.


[bookmark: _Toc152628516]Вибіркове рівняння прямої регресії Y на X
Регресійний	аналіз	встановлює аналітичну форму залежності між            випадковими величинами Х і Y – ознаками генеральної сукупності.		
Якщо r( X ,Y )  0, то Х і Y – корельовані випадкові величини і з наближенням величини | r( X ,Y ) | до одиниці залежність між цими випадковими наближається до лінійної залежності вигляду Y   X  .
Нагадаємо, що рівняння прямої регресії Y на Х має вигляд:
y   x  
Означення. Рівняння називається вибірковим рівнянням прямої регресії Y на Х, якщо коефіцієнти у ньому вибрано у вигляді точкових оцінок  і  .

Нелінійна регресія
Якщо в рівняння множинної регресії змінні[image: ]входять як[image: ], то регресія називається нелінійною. У загальному випадку нелінійна регресія записується в такому вигляді:
[image: ]
де параметри [image: ]є сталими невідомими величинами, які підлягають статистичним оцінкам, а[image: ]– випадкова величина, яка має нормальний закон розподілу з числовими характеристиками[image: ][image: ]і при цьому випадкові величини[image: ]між собою не корельовані. 
[image: ]





Контрольні запитання

1. Запишіть формулу обчислення коваріації.
2. Поясніть формулу вибіркового коефіцієнта кореляції.
3. Запишіть рівняння парної лінійної регресії.
4. Графіки нелінійної регресії.
5. Запишіть вибіркове рівняння парної лінійної регресії.


[bookmark: _Toc152628517]РЕКОМЕНДОВАНІ ДЖЕРЕЛА ІНФОРМАЦІЇ
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