Міжпредметні зв’язки при вивченні курсу фізики і початків аналізу
Для якісного засвоєння матеріалу при вивченні математики і фізики дуже велике значення має міжпредметний зв’язок між цими предметами. Відомо, що математика є базою, основою при вивченні  початків багатьох наук , до числа яких можна віднести фізику, хімію, інформатику, якщо говорити про предмети шкільного курсу. І при цьому складно уявити собі, щоб людина, яка не має міцних і глибоких знань з математики, досягла б великих успіхів при вивченні фізики, тощо.

Як особливо важливий приклад такого зв’язку можна розглянути вивчення теми “похідна” в курсі математики, бо тут студентам дається поняття про можливості застосування елементів диференціального числення до вивчення і опису явищ реального світу. Система задач, які розглянуто в цій темі, і запропонованих студентам для самостійного розв’язку, дає уявлення про широкий спектр застосувань цієї теми.

При розгляданні матеріалу класичним є підхід - розв’язування задачі на відшукання миттєвої швидкості руху тіла, якщо задано закон руху. Тут особливо фіксується увага на тому, в чому полягає механічний зміст похідної.

Потім розглядається задача про швидкість і прискорення руху, якщо задано координату точки, яка рухається по прямій. Тут потрібно особливо зупинитися на русі тіла під дією сил тяжіння, щоб студенти мали змогу порівняти формулу, яку вони використовували для розв’язування задач з фізики в курсі механіки дев’ятого класу, формули швидкості і прискорення прямолінійного руху.

Розглянемо таку задачу. 

Задача 1. Задача про обчислення швидкості рівноприскореного прямолінійного руху.
Нехай точка рухається рівномірно прискорено з прискоренням 
[image: image1.wmf]a

і початковою швидкістю 
[image: image2.wmf]0

v

. Знайти її швидкість у момент часу t. 

Розв’язання.

Відомо, що залежність шляху від часу при рівномірно прискореному русі виражається формулою
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Надамо t приріст
[image: image4.wmf]t

D

  .

Знайдемо приріст 
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Спростимо вираз 
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Знайдемо середню швидкість як відношення приросту функції S до приросту аргументу t.
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Перейдемо до границі, коли 
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Отримали формулу з курсу фізики 9 класу.

Задача 2. Рівняння механічного руху.
 Нехай матеріальна точка маси 
[image: image10.wmf]m

 рухається під дією сили 
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вздовж осі 
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- час її руху, 
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- швидкість, 
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-прискорення. Другий закон Ньютона 
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матиме вигляд диференціального рівняння якщо записати прискорення як другу похідну від шляху.
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Рівняння 
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називають рівнянням механічного руху.

Залежно від умов задачі по-різному записуються їх диференціальні рівняння.

а) сила 
[image: image19.wmf]F

стала. Тоді рівняння руху має вигляд 
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 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]a

=

( де 
[image: image22.wmf]a

 - стала)

б) сила періодично  змінюється з часом, наприклад, за законом 
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Тоді рівнянням руху буде
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]t
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в) сила пропорційна зміщенню.( Рух ідеальної пружини). 
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Маємо таке рівняння рух
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г) сила обернено пропорційна квадрату відстані( вільний політ). Тоді рівняння руху має вигляд 
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Задача 3.  Задача про знаходження струму, який проходить по провіднику. 

Нехай в момент часу t через поперечний переріз провідника проходить кількість електрики 
[image: image31.wmf]t
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. Знайти силу струму у момент часу 
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Розв’язання .

Знайдемо середню величину сили струму за інтервал часу 
[image: image33.wmf]t
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перейдемо до границі, коли 
[image: image35.wmf]0
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, знайдемо значення сили струму за інтервал у довільний момент часу 
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]t
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Підставивши в цю
[image: image40.wmf] формулу значення t=2, дістали відповідь 
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Таким чином, сила струму є похідною від кількості електрики, що проходить через поперечний переріз провідника, за часом
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Задача 4. Задача про силу тиску рідини.

Нехай пластинку у вигляді криволінійної трапеції занурено вертикально у рідину з густиною 
[image: image43.wmf]r

 так, що її бічні сторони паралельні поверхні рідини і знаходяться нижче її рівня відповідно на відстанях а і b . Потрібно визначити силу тиску рідини на пластинку. 

Якщо пластинка знаходиться в горизонтальному положенні на глибині 
[image: image44.wmf]h

 від поверхні рідини, то сила тиску Р рідини в ньютонах на горизонтальну пластинку дорівнюватиме вазі стовпчика рідини, що має основою дану пластинку, а висотою – глибину 
[image: image45.wmf]h
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 площа пластинки.

Якщо ж пластинку занурено вертикально , то, згідно  попередньої формули, тиск рідини на пластинку не може бути обчислений, бо в цьому випадку тиск рідини на одиницю площі пластини змінюється з глибиною занурення, тобто залежить від відстані площадки до поверхні рідини. 

При розв’язуванні задачі враховуватимемо той факт, що згідно закону Паскаля тиск в рідині передається однаково в усіх напрямках, в тому числі і на вертикальну площадку.

Для розв’язку задачі пластинку розбивають на 
[image: image48.wmf]n

 частин, прямими, які паралельні поверхні рідини. Потім виділяють одну з смужок. Для достатньо вузької смужки тиск в усіх її частинах можна наближено вважати рівним, а саму смужку прийняти за прямокутник. Таким чином, силу тиску на одну смужку можна обчислити за формулою 
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Просумувавши сили тиску рідини на всі смужки, знайдемо наближене значення сили тиску рідини на всю пластинку
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Точність наближеної рівності тим більша, чим менші площі смужок.

Таким чином, точне значення сили тиску рідини на пластинку визначається за формулою
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Згідно означення, остання границя є визначений інтеграл , тому сила тиску рідини на пластинку обчислюється за формулою
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Задача 5. Робота змінної сили.

Нехай матеріальна точка під дією сили А рухається по прямій. Якщо діюча сила стала, а пройдений шлях дорівнює 
[image: image53.wmf]s

, то, як відомо з курса фізики, робота А цієї сили 
[image: image54.wmf]F

 обчислюється за формулою
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Перейдемо тепер до питання про знаходження роботи змінної сили. Нехай матеріальна точка рухається вздовж осі 
[image: image56.wmf]x
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під дією сили, проекція якої на ось 
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 є функція від х. Будемо її позначати 
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і вважати, що 
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 є неперервна функція. Нехай під дією сили 
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 матеріальна точка перемістилася з точки М(а) в точку М(в). В цьому випадку легко довести, що робота обчислюється за формулою 
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Задача 6. Задача про масу стержня змінної густини.

Розглянемо поняття лінійної густини стержня, розміри якого будемо враховувати лише в одному напрямку, а поперечним перерізом нехтуємо. Нехай стержень неоднорідний. Позначимо 
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 масу частини стержня завдовжки 
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[image: image65.wmf])

(

)

(

)

(

x

m

x

x

m

x

m

-

D

+

=

D


- маса частини стержня між точками, розміщеними відповідно на відстані 
[image: image66.wmf]x
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 від даного кінця.

Величину 
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називають середньою лінійною густиною стержня на вказаній ділянці.

 Границя 
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 називається лінійною густиною стержня у даній точці. Лінійну густину можна трактувати як швидкість зміни маси  відносно довжини.
При подальшому вивченні курсу фізики студенти вільно користуються  поняттям похідної і формулами диференціального числення для розв’язування  задач  курсу теоретичної механіки.

Вивчення теми «похідна» закінчується поняттям гармонічних коливань. В курсі фізики цій темі надається дуже велика увага, бо  вивчення її готує основу до сприйняття поняття електромагнітних коливань та хвиль, а це є дуже  важливим для розуміння принципів радіозв’язку і  роботи радіо і телеапаратури. Отже, вивчення теми гарантує якісне засвоєння матеріалу з фізики. В математиці вводиться поняття, що велике значення мають функції, які задовольняють рівняння:
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Задача 7 Рівняння руху тіла під дією сил пружності
Нехай до кульки маси т прикріплено розташовану горизонтально пружину, другий кінець якої закріплено, і нехай в стані рівноваги координата  х центру кульки дорівнює нулю. При переміщенні центра в точку 
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  виникатиме сила, яка намагається повернути кульку в положення рівноваги. Згідно закону Гука ця сила пропорційна переміщенню х, тобто 
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 Згідно другого закону Ньютона 
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, тому, враховуючи, що при русі по прямій прискорення є друга похідна від координати, маємо:
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Інакше кажучи, рух центра кульки під дією сил пружності підлягає рівнянню при 
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Фізична величина, яка змінюється з часом у відповідності з законом 
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, вважається виконуючою гармонічні коливання, а рівняння називається диференціальним рівнянням гармонічних коливань. Якщо 
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 впевнимося, що ця функція задовольняє рівняння
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Використовуючи формулу похідної складеної функції, матимемо:
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Як і у курсі фізики, константу називають амплітудою коливань,


[image: image82.wmf]w


-циклічною, або кутовою частотою,
[image: image83.wmf]y

- початковою фазою коливання.

Вивчення цієї теми має велике світоглядне значення, бо виявляє місце і значення математики, математичних методів у вивченні навколишнього світу, практичну значущість науки. До того ж вперше виникає поняття диференціального рівняння, і тут новим принципово є поняття розв’язку диференціального рівняння.
Численні природні явища, процеси можна описати наближено співвідношеннями, які пов’язують залежні величини, швидкості змінювання їх, і незалежні величини. Ці співвідношення мають назву диференціальних рівнянь, це окремий розділ математики, найпростіші з цих рівнянь розглядаються в курсі математики середньої школи. При розв’язуванні диференціальних рівнянь дуже важливо наголосити на тому, які саме фізичні задачі можна розв’язати за допомогою диференціальних рівнянь, а саме розглянути задачі на складання і розв’язування диференціальних рівнянь.

Задача 8. Рівняння гармонічних коливань.

Розглянемо рівняння 


[image: image84.wmf]0

2

=

+

¢

¢

x

x

w

.

 Підстановкою можна перевірити, що функція 
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 для будь-яких сталих А і 
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 є розв’язком цього рівняння. А ця функція описує, як вже ми бачили, гармонічний коливальний процес.

 Число коливань за одиницю часу визначають 
[image: image87.wmf]p

w

n

2

=

. 

Загальний розв’язок рівняння містить дві довільні сталі. Амплітуду А і початкову фазу 
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Тоді для визначення сталих А і 
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Знаючи амплітуду А, з системи рівнянь за формулами тригонометрії визначають початкову фазу 
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.

З формули гармонічних коливань можна дістати інший вигляд загального розв’язку рівняння 
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Справді, 
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Поклавши
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До такого диференціального рівняння приводять, наприклад, дві різні, на перший погляд, задачі фізики – коливання пружної пружини і розряд конденсатора в коливальному контурі.

Необхідно зазначити, що рівняння гармонічних коливань розглянуто за умов, які реально не виконуються. Так, для опису коливання пружини треба враховувати тертя, а для описання розряду конденсатора  - внутрішній опір. При цьому в рівнянні коливань з’являється доданок, що залежить від першої похідної (швидкості), але в курсі фізики школи цим також нехтують.

Різні фізичні явища, які на перший погляд не мають нічого спільного, можуть бути описаними однаковими диференціальними рівняннями. Це стосується падіння тіла у середовищі з опором, включенням струму і радіоактивним розпадом, наприклад. Або задачі, які приводять до рівняння гармонічних коливань. Але якщо два явища можна описати одним і тим же рівнянням, то розв’язок цього рівняння описує і те і інше явище. Інакше кажучи, явища відбуватимуться однаково. (тобто значення відповідних фізичних величин змінюватимуться однаково ) тому, наприклад, електромагнітні коливання в контурі ми можемо вивчати, спостерігаючи коливання маятника, і навпаки. 

Припустимо, що ми маємо проект складної машини і хочемо перевірити, чи правильно її розрахували. Будувати машину дорого і довго, а необхідно бути впевненим заздалегідь в правильності проекту. Складемо рівняння руху машини( ці рівняння найчастіше бувають диференціальними) якщо ми розв’яжемо ці рівняння, то, звичайно, визначимо, як працюватиме машина і чи вірно її розраховано. Але часто буває простіше зробити наступне. Побудуємо інший прилад( наприклад, зберемо електричну ланку), який описувався б такими точно рівняннями, що і проект машини. Цей прилад є, таким чином, моделлю машини. Подібне моделювання також основане на застосуванні похідної, бо для побудови правильної моделі потрібно знати диференціальні рівняння, якими описується робота машини, яка вивчається.

Задача 9. Диференціальне рівняння радіоактивного розпаду.

Нехай у початковий момент часу маса радіоактивної речовини дорівнює 
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Відомо, що швидкість зменшення маси речовини 
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Тут доречно нагадати , що інтервал часу Т, за який маса радіоактивної речовини зменшується вдвічі,називають періодом напіврозпаду цієї речовини. Отже, к і Т пов’язані рівнянням 
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Через мільйон років від початкової маси радію 
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Приклади розв’язування конкретних задач.

Задача 10
Швидкість руху точки задано рівнянням 
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. Знайти рівняння руху, якщо в момент часу 
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Розв’язання.

Закон руху 
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Первісна для функції  
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Для обчислення с використаємо умову 
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Підставивши ці значення в рівняння, дістанемо 
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Задача 11
Точка рухається вздовж прямої з сталим прискоренням 
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. Знайти рівняння руху 
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Оскільки прискорення 
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Закон руху знайдемо, визначимо первісну функції 
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Підставляючи в останнє рівняння замість 
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  Підставляючи значення 
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Задача 12
Матеріальна точка масою 3кг рухається вздовж осі 0х внаслідок дії сили 
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Оскільки швидкість є первісною для прискорення руху точки, то 
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Щоб знайти 
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 Дістанемо 
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Підставляючи  
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  в те саме рівняння, знайдемо закон зміни швидкості, 
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Закон руху  
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За умовою, коли  
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Підставляючи ці значення в останнє рівняння, знаходимо   
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Звідси 
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Задача 13
 Скласти диференціальне рівняння  процесу охолодження гарячого чаю у приміщенні з температурою 20°С, якщо швидкість охолодження пропорційна різниці температур рідини і навколишнього середовища.

Розв’язання.

Нехай 
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Тоді швидкість його охолодження дорівнює 
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 де к – коефіцієнт пропорційності.   Отже,   
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     є розв’язком диференціального рівняння     
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Оскільки чай охолоджується,        к<0.

Задача 14
У кімнаті з температурою 20°С деяка рідина охолоджується від 100°С до 60°С за 20 хвилин. Вважаючи швидкість охолодження рідини пропорційною різниці температур, визначити температуру рідини через 1 годину, 2 години, 10 годин. Через скільки хвилин рідина практично охолоне?

Розв’язання.

Рівняння, яке описує даний процес, складене вище і має вигляд  
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Враховуючи те, що в початковий момент часу 
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 температура рідини 100 °С, розв’язки  даного рівняння можна записати у вигляді 
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Скориставшись тим, що через 20 хвилин температура рідини дорівнює 60°С,  маємо      
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Отже, закон охолодження рідини має вигляд
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Обчислимо значення температури рідини у вказані за умовою моменти часу
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Обчислення показують, що через 2 години рідина ще не охолоне повністю, якщо вимірювання проводити звичайним термометром. 

А через 10 годин температура рідини не відрізнятиметься від температури в кімнаті. Насправді це станеться значно раніше. Якщо різниця цих температур менша від 
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, ми їх практично відрізнити не зможемо. Це станеться у той момент часу, який задовольняє рівняння 
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Звідси  
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Отже, приблизно через 3 години температура рідини не відрізнятиметься від кімнатної.

Велика увага у математиці приділяється вивченню поняття визначеного інтеграла, методам його обчислення, і тут крім обчислення площі плоскої фігури і об’ємів тіл обертання важливо зупинитися на застосуваннях інтеграла до розв’язування суто фізичних задач.

Тісний зв’язок математики і фізики слід відзначити також при вивченні деяких розділів теорії імовірності, особливо це стосується розуміння закону великих чисел.

Випадковість відіграє в природі значно більшу роль, ніж традиційно вважають. Навіть самі “залізні” закони при детальному аналізі є статистичними. Так, відомий закон Клапейрона –Менделєєва 
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 є результатом випадкових зіткнень великої кількості молекул газу, при яких випадковості взаємно компенсуються і все більш чітко вимальовується “залізна” закономірність. Отже, закономірність народжується при зіткненні великої кількості випадковостей.

Крім того, зіткнення кількох закономірностей породжує випадковість, тобто випадковість і закономірність – це дві сутності, які доповнюють одна одну. Проте тут немає повної симетрії. Щоб зародилася закономірність, необхідна взаємодія великої кількості випадкових подій, але щоб зародилася випадковість, іноді досить зіткнення двох закономірностей. Ця асиметрія породжує “стрілу часу” – напрям усіх процесів від минулого до майбутнього. 

Описана тенденція народження закономірності з великого числа випадковостей здійснюється не завжди, крім умови 
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 у кожному конкретному випадку повинні виконуватися ще додаткові умови. У теорії імовірностей вони формулюються як теореми під спільною назвою «Закон великих чисел». Розглянемо дві важливі фундаментальні теореми, які стосуються закону великих чисел. Сутність теореми Чебишева така. 

Хоча окремі незалежні випадкові величини можуть набувати значень, далеких від своїх математичних сподівань, середнє арифметичне достатньо великої кількості випадкових величин з великою імовірністю набуває значення, близькі до визначеного сталого числа. Іншими словами, окремі випадкові величини можуть мати значний інтервал, а їх середнє арифметичне розсіяне мало.

Таким чином, неможливо впевнено передбачити, яке можливе значення набуде кожна із випадкових величин, але можна передбачити , яке значення набуватиме їх середнє арифметичне.

Отже, середнє арифметичне достатньо великої кількості незалежних випадкових величин (дисперсії яких рівномірно обмежені) втрачає характер випадкової величини. 
Пояснюється це тим, що відхилення кожної з величин від своїх математичних сподівань можуть бути як додатними, так і від’ємними, а в середньому арифметичному вони взаємно знищуються. Теорема Чебишева справедлива не тільки для дискретних, але і для перервних випадкових величин.

Звичайно для вимірювання деякої фізичної величини виконують кілька вимірювань і їх середнє арифметичне обирають в якості шуканого розміру. За яких умов цей спосіб вимірювання можна вважати правильним? Відповідь на це питання дає теорема Чебишева. ( її частинний випадок) 

Дійсно, розглянемо результати кожного вимірювання як випадкові величини 
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. До цих величин можна застосувати теорему Чебишева, якщо

1) вони попарно незалежні,

2) мають одне й те саме математичне сподівання,

3) дисперсії їх рівномірно обмежені.

Перша вимога виконується, якщо результат кожного вимірювання не залежить від результатів інших.

Друга вимога виконується, якщо вимірювання проведені без систематичних (одного знаку ) помилок. В цьому випадку математичні сподівання всіх випадкових величин однакові і дорівнюють істинному розміру 
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Третя вимога виконується, якщо прилад забезпечує визначену точність вимірювань. Хоча при цьому результати окремих вимірювань різні, але їх розсіяння обмежене.

Якщо всі вказані вимоги виконано, ми можемо застосувати до результатів вимірювань теорему Чебишева. При достатньо великому 
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 імовірність нерівності 
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як завгодно близька до одиниці. Іншими словами, при достатньо великій кількості вимірювань майже достовірно, що їх середнє арифметичне як завгодно мало відрізняється від істинного значення вимірюваної величини.

Отже, теорема Чебишева вказує умови, за яких описаний спосіб вимірювання може бути застосований. Але помилково буде думати, що, збільшуючи число вимірювань, можна досягти як завгодно великої точності. Справа в тому, що сам прилад дає показання лише з точністю 
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, тому кожен з результатів вимірювань, а значить, і їх середнє арифметичне будуть отримані лише з точністю, яка не перевищує точності прибору.

Нехай проводиться  
[image: image214.wmf]n

 незалежних випробувань, в кожному з яких імовірність появи події А дорівнює 
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. Чи можна передбачити, яка наближено буде відносна частота появи події? Відповідь на це питання дає теорема, яку довів Якоб Бернуллі , яка дала початок розвитку теорії імовірності. Пізніше ця ж теорема була простіше доведена П.Л. Чебишевим.

Теорема. Якщо в кожному з 
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 незалежних випробувань імовірність 
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 появи події А стала, то як завгодно близька до одиниці імовірність того, що відхилення відносної частоти від імовірності за абсолютним значенням буде як завгодно малим, якщо число випробувань достатньо велике.

Необхідність введення числової характеристики розсіювання значень випадкових величин навколо математичного сподівання  можна простежити ще на багатьох прикладах. У механічній інтерпретації дисперсія є моментом інерції відносно центра мас системи мас із загальною одиничною масою, розподіленою вздовж осі абсцис за законом 
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При вивченні фізики важливе місце має виконання лабораторних і практичних робіт, де неабияку роль грає точність вимірювань, і дуже актуальним стає вміння оцінити абсолютну і відносну похибки вимірювання, виконувати обчислення з наближеними даними, визначати вірні цифри і таке інше. 

При вивченні законів руху тіл має велике значення розуміння графіків, які розглядаються в курсі математики, включно рівняння прямої, тригонометричних функцій, кола і еліпса, і дуже важливо пояснити можливість використання цих знань з математики для розв’язку певних фізичних задач.

Все нові закони фізики вивчаються дослідниками, і перед математикою постають задачі опису інших явищ і форм руху. 
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