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ПОЯСНЮВАЛЬНА ЗАПИСКА

Програмою навчальної дисципліни “Вища математика” для студентів аграрних вищих навчальних закладів з спеціальностей 5.10010201 “Експлуатація та ремонт машин і обладнання агропромислового виробництва” та 5.10010202 “Експлуатація меліоративних, будівельних машин і обладнання” передбачено вивчення основних питань математичного аналізу, векторної та лінійної алгебри, теорії ймовірностей та математичної статистики.

На сучасному етапі розвитку вітчизняної освіти багато часу відводиться на самостійну, творчу роботу студентів.

Зміст і обсяг практичних занять розрахований на свідому навчальну роботу студентів. За змістом заняття відповідають вимогам програми навчальної дисципліни “Вища математика”.

Цей робочий зошит допоможе студентам закріпити знання з дисципліни “Вища математика”.

У результаті виконання практичних завдань студент повинен знати:
· формули Крамера для розв’язування системи лінійних рівнянь;

· способи розв’язування систем лінійних рівнянь;

· означення комплексних чисел, арифметичні дії над ними;

· правила та формули диференціювання;

· правила та формули знаходження інтеграла;

· ознаки збіжності рядів;

· основні поняття теорії ймовірностей та математичної статистики.

Уміти:

· розв’язувати системи лінійних рівнянь різними способами;

· виконувати операції над векторами; розв’язувати задачі з аналітичної геометрії;

· виконувати дії над комплексними числами; використовуючи правила диференціювання та таблицю похідних знаходити диференціал функції і будувати графіки за допомогою похідної; знаходити інтеграли; розв’язувати диференціальні рівняння; розв’язувати задачі на ряди; вміти застосовувати теоретико-ймовірнісні методи до розв’язування простіших прикладних задач.

Після закінчення виконання роботи, студент подає викладачу звіт, оформлений відповідно до вимог робочого зошита.

1. ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ФУНКЦІЇ

Практичне заняття 1

Обчислення значень тригонометричних функцій за допомогою калькулятора і таблиць. Дії з наближеними значеннями чисел.

Мета. Знати значення абсолютної та відносної похибок наближених значень. Уміти виконувати дії з наближеними числами, обчислювати значення тригонометричних функцій за допомогою таблиць та калькулятора.

Література: [ 6], с. 86–100.

Теоретичні відомості

Абсолютною похибкою наближеного значення називається модуль різниці точного і наближеного значень числа.

Відносною похибкою наближеного значення називається відношення абсолют​ної похибки до модуля наближеного значення. 

Границею відносної похибки 
[image: image1067.png]Man. 2



 наближеного значення α називається відно​шення границі абсолютної похибки 
[image: image2.wmf]a
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 до модуля числа α.
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Дії з наближеними числами

1. При додаванні, відніманні наближених значень у результаті залишають стільки десяткових знаків, скільки має дане число з найменшою кількістю десяткових знаків.

2. При множенні і діленні наближених значень у результаті залишають стільки значущих цифр, скільки їх має наближене дане з найменшою кількістю значущих цифр.

3. При піднесенні до степеня в результаті зберігають стільки значущих цифр, скільки їх в основі степеня.

4. При добуванні кореня зберігають стільки значущих цифр, скільки їх в підкореневому виразі.

5. У результаті проміжних дій залишають на одну (запасну) цифру більше, підкреслюючи її. В остаточному результаті запасна цифра відкидається за правилами округлення.

Завдання 1

1. Знайти границю абсолютної похибки таких чисел:

а) 
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2. Визначити границі відносної похибки наступних чисел:
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3.
Виконати дії з наближеними числами
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,

428

3

,

729

1400

35

,

26

-

+

+

;

б) 
[image: image11.wmf]2

3

4

,

2

28

,

3

+

;

в) 
[image: image12.wmf]56

,

0

)

235

,

0

17

,

0

(

×

+

;

г) 
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Формули переходу від радіанної міри кута до градусної і навпаки 
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Тригонометричні функції

Синусом числа  а називається ордината точки Ра одиничного кола, в яку переходить початкова точка Р0 (1; 0) при повороті навколо центра кола на кут а радіан і позначається sin α.

Косинусом числа α називається абсциса точки Ра одиничного кола, в яку переходить початкова точка Ра (1; 0) при повороті навколо центра кола на кут α радіан і позначається cos α.

Тангенсом числа α називається відношення 
[image: image15.wmf]a
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, а котангенсом числа  α – відношення 
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Знаки тригонометричних функцій у чвертях
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[image: image17.wmf]
Рис 1. 

Завдання 2

1. Записати в радіанній мірі кути:

а) 
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2.
Подати в градусні мірі кути:

а) 
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3.
Обчислити значення виразів:

а) 
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Питання для самоконтролю

1. Що називається синусом, косинусом, котангенсом?

2. 
При яких значеннях α, sin α, cos α, tg α, ctg α мають зміст?

3. 
Що таке радіан?

4. 
Яка залежність між градусною і радіанною мірою?

Викладач ___________                      Оцінка _____________                  Дата ___________

                      (підпис)

Висновок ____________________________________________________________

_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

Практичне заняття 2

Розв’язування задач на знаходження невідомих величин за даними значеннями інших величин. Обчислення відстані від доступної точки до недоступної, відстаней між недоступними точками.

Мета. Навчитись розв’язувати задачі на знаходження невідомих величин за даними значеннями інших величин з використанням теорем синусів та косинусів.

Література: [ 6], с. 100–188.

Основні співвідношення

між тригонометричними функціями одного аргумента
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Теорема синусів

Сторони трикутника пропорційні синусам кутів, які лежать проти цих сторін  
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Теорема косинусів

У будь-якому трикутнику квадрат довжини будь-якої сторони дорівнює сумі квадратів двох інших сторін без подвоєного добутку довжин цих сторін на косинус величини кута між ними 
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Завдання 1

1.
Знайти значення всіх тригонометричних функцій, якщо відомо:

а) 
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2.
Знайти з точністю до одиницi сторону трикутника АВС, в якого 
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3.
У трикутнику АВС сторони 
[image: image36.wmf]0
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Знайти з точністю до 10 кут С.

Питання для самоконтролю

1. Як оцінити абсолютну похибку наближеного значення?

2. Як оцінити відносну похибку наближення?

3. Яка цифра наближеного значення називається правильною?

4. Які цифри наближеного значення називаються значущими?

5. Які правила множення і ділення наближених значень?

6. Як додають, віднімають наближені значення?

7. Як сформулювати правила піднесення до степеня наближених значень та добування з них кореня?

Викладач ___________                              Оцінка _______                   Дата ___________

                          підпис

2. КОМПЛЕКСНІ ЧИСЛА

Практичне заняття  3

Дії над комплексними числами, заданими в алгебраїчній формі.

Мета. Засвоїти означення комплексного числа, знати алгебраїчну форму  запису комплексного числа, навчитись виконувати дії над комплексними числами заданими в алгебраїчній формі.

Література: [1], с. 31–38. 

Теоретичні відомості

	Числа виду 
[image: image37.wmf]bi
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, де 
[image: image38.wmf]a

 і 
[image: image39.wmf]b

 – дійсні числа, і – уявна одиниця, називаються комплексними числами.

Запис комплексного числа у вигляді 
[image: image40.wmf]bi
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 називається алгебраїчною формою комплексного числа.

Додавання, віднімання, множення комплексних чисел заданих в алгебраїчній формі проводять за правилами відповідних дій над многочленами.


Щоб виконати ділення комплексних чисел потрібно ділене і дільник помножити на комплексне число спряжене до дільника.

Завдання 1

1.
Знайти значення 
[image: image41.wmf]x

 і 
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2. Розв’язати рівняння: 
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3.
Дано: 
[image: image47.wmf];
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. Знайти:
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Завдання 2

1.  Виконати ділення:

а) 
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2. Виконати дії:

а) 
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Питання для самоконтролю

1.
Що називається  уявною одиницею?

2.
Яке означення комплексного числа?

Викладач ___________                              Оцінка _______                   Дата ___________

                        підпис

Практичне заняття  4

Використання комплексних чисел при розв’язанні прикладних задач.

Мета. Ознайомитися з тригонометричною та показниковою формами записів комплексного числа; вміти виконувати дії над комплексними числами  заданими в тригонометричній та показниковій формах, переходити від однієї форми запису комплексного числа до іншої.

Вміти застосовувати комплексні числа при розв’язанні прикладних задач. 

Література: [2], с. 150–159.

Теоретичні відомості

	Модулем комплексного числа 
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Аргументом комплексного числа називається кут φ, який утворює вектор 
[image: image60.wmf]z
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 з додатнім напрямом осі абсцис.

Величину кута 
[image: image61.wmf]j

 можна знайти з системи 
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Рис. 6.
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 – тригонометрична форма комплексного числа.

	Алгоритм переходу від алгебраїчної форми комплексного числа до тригонометричної:

1. Знаходять модуль комплексного числа


[image: image64.wmf]2
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2. Для визначення 
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 спочатку знаходять в якій чверті знаходиться точка 
[image: image66.wmf]z

.

3.  Складають рівняння 
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4. Записують комплексне число 
[image: image70.wmf]z

 в тригонометричній формі.


Завдання  1

Записати в тригонометричній формі комплексне число:

а) 
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б) 
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Теоретичні відомості

Дії над комплексними числами заданими в тригонометричній формі

	Нехай дано два комплексних числа 
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Добуток 
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	Частка 
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Степінь 
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Корінь n-го степеня:
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Завдання  2

Дано комплексні числа :     
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Знайти:

а) 
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Теоретичні відомості

Показникова форма комплексного числа
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  – показникова форма комплексного числа.

Завдання  3

Записати комплексне число в показниковій і тригонометричній формах: а) 
[image: image91.wmf]5;

z

і

=


б) 
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2. Записати комплексне число в алгебраїчній і показниковій формах:

а) 
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3. Записати комплексні числа в алгебраїчній і тригонометричній формах:

а) 
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4. Виконати дії і записати результат у показниковій формі:

а) 
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б) 
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Питання для самоконтролю

1. Яка тригонометрична форма комплексного числа?

2. Яка показникова форма комплексного числа?

3. Скільки значень має корінь n-го  степеня з комплексного числа?

4. Які корені і скільки коренів має квадратне рівняння з від’ємним дискримінантом? 

Викладач____________                          Оцінка___________                        Дата_________

           (підпис)

3. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ

Практичне заняття 5

Матриці. Дії над матрицями. Визначники. Обчислення визначників  другого і третього порядків.

Мета. Вивчити означення матриці та визначника, вміти виконувати дії над матрицями, знати правила обчислення визначників та навчитись застосовувати їх до обчислення визначників другого і третього порядків.

Література: [2] с. 6–31, [3], с.91–130.  

Теоретичні відомості

	Нехай дано матриці 
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Сумою матриць 
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Добутком числа 
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 на матрицю 
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 є матриця 
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Добутком матриці 
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 на матрицю 
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 є матриця:
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Завдання 1

1. Додати матриці 
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 і 
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, якщо
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2.
Помножити матрицю 
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3. Обчислити  лінійну комбінацію матриць 
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Знайти добуток матриць:
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Теоретичні відомості

Обчислення визначників

	Визначником другого порядку називається число 
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Визначником третього порядку називається число 
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Завдання  2

Обчислити визначники другого і третього порядків:

а) 
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Питання для самоконтролю

1.
Що називається визначником другого порядку?

2.
Що називається визначником n-го порядку?

Викладач______________         Оцінка_____________                 Дата___________ 

                               (підпис)

Практичне заняття 6

Розв’язування систем лінійних рівнянь за правилом Крамера та з допомогою оберненої матриці.

Мета. Сформувати вміння досліджувати системи лінійних рівнянь за правилом Крамера; знати означення оберненої матриці, навчитись її знаходити та застосовувати до розв’язування СЛР.
Література: [1], с. 3–10.

Теоретичні відомості
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 – система лінійних рівнянь з трьома змінними;
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 – допоміжні визначники.

Якщо 
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знаходиться за формулами Крамера    
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Якщо 
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 і хоча б один з визначників 
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, то система має нескінченну кількість розв’язків.


Завдання  1

Розв’язати систему лінійних рівнянь за допомогою визначників (формул Крамера):

а) 
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Теоретичні відомості

Обернена матриця

	Матриця 
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 називається оберненою до матриці 
[image: image183.wmf]A

, якщо
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 – одинична матриця. 

Алгоритм знаходження матриці оберненої до даної.

1. Знаходять визначник 
[image: image186.wmf]D

 матриці 
[image: image187.wmf]A

, якщо 
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2. Знаходять алгебраїчні доповнення всіх елементів 
[image: image189.wmf]ij
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 матриці 
[image: image190.wmf]A

 і записують нову матрицю.

3. Транспонують утворену матрицю.

4. Домножують всі елементи останньої матриці на 
[image: image191.wmf]D
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.


Завдання  2

Знайти матрицю обернену до матриці А, якщо:

а) 
[image: image192.wmf]A
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Теоретичні відомості

Розв’язування систем лінійних рівнянь за допомогою оберненої матриці

Алгоритм розв’язання СЛР за допомогою оберненої матриці
	1. Знаходять матрицю 
[image: image196.wmf]1

A

-

 обернену до матриці 
[image: image197.wmf]A

.

2. Знаходять добуток оберненої матриці 
[image: image198.wmf]1

A

-

 на матрицю-стовпець 
[image: image199.wmf]B

 – вільних членів.

3. Користуючись означенням рівності матриць записують

      відповідь.


Завдання  3

Розв’язати матричним способом систему рівнянь:

а) 
[image: image200.wmf]3513,

2781;

ху

ху

-=

ì

í

+=

î


б) 
[image: image201.wmf]232,

34,

354;

хуz

хуz

хуz

+-=

ì

ï

-+=-

í

ï

++=

î


в) 
[image: image202.wmf]24,

235,

342.
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Питання для самоконтролю

1. Яка матриця називається матрицею-рядком, матрицею-стовпцем, вектором?

2. Яка матриця називається прямокутною, квадратною?

3. Що означає транспонувати матрицю?

4. Як знайти добуток двох матриць?

5. Як розв’язати систему лінійних рівнянь методом Крамера, матричним способом?

Викладач_____________                    Оцінка_______________                  Дата__________

                      (підпис)

4.
ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

Практичне заняття 7

Елементи векторної алгебри.

Мета. Засвоїти поняття вектора, розрізняти векторні і скалярні величини, вміти виконувати лінійні операції над векторами, мати поняття про лінійні простори, знати означення скалярного, векторного, мішаного добутків, їх властивості та вміти застосовувати одержані знання до розв’язування задач.

Література: [2], с. 32–65. 

Теоретичні відомості

Дії над векторами, заданими своїми координатами
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Скалярний добуток векторів та його властивості

	Скалярним добутком двох векторів називається число, яке дорівнює добутку модулів цих векторів на косинус кута між ними:
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	У координатній формі скалярний добуток записується у вигляді
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де 
[image: image221.wmf](
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 – координати вектора 
[image: image222.wmf]a
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, 
[image: image223.wmf](
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 – координати вектора 
[image: image224.wmf]b

r

.

1. Скалярний добуток двох векторів володіє переставною властивістю:


[image: image225.wmf]a
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2. Скалярний добуток двох векторів володіє сполучною властивістю відносно скалярного множника 
[image: image226.wmf]l

:
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3. Скалярний добуток векторів володіє розподільною властивістю:
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4. Якщо скалярний добуток двох векторів дорівнює нулю, то або хоч один з цих векторів рівний нуль-вектору, або косинус кута між ними дорівнює нулю, тобто вектори перпендикулярні.

5. Скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його модуля:
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Косинус кута між двома векторами

	Косинус кута 
[image: image232.wmf]j

 між векторами 
[image: image233.wmf](
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 знаходиться за формулою
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Векторний добуток та його властивості

	Векторним добутком вектора 
[image: image237.wmf]a

r

 на вектор 
[image: image238.wmf]b

r

 називається вектор 
[image: image239.wmf],

c

r

 який задовольняє наступні три умови:

1). Модуль вектора 
[image: image240.wmf]c

r

 чисельно дорівнює площі паралелограма побудованого на векторах 
[image: image241.wmf]a
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 та 
[image: image242.wmf]b
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, як на сторонах, тобто
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2). Вектор 
[image: image244.wmf]c
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 перпендикулярний до кожного з векторів 
[image: image245.wmf]a
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 та 
[image: image246.wmf];
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3). Напрям вектора 
[image: image247.wmf]c

r

 такий, що якщо дивитись з його кінця вздовж вектора, то поворот по найкоротшому шляху від вектора 
[image: image248.wmf]a
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 до вектора 
[image: image249.wmf]b
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 видно таким, що здійснюється проти руху годинникової стрілки (вектори 
[image: image250.wmf]a
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[image: image251.wmf]b
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 і 
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 утворюють праву трійку векторів).


	1. При перестановці множників векторний добуток міняє свій знак, зберігаючи модуль:
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2. Векторний добуток двох векторів володіє сполучною властивістю відносно скалярного множника 
[image: image254.wmf]l

:
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3. Векторний добуток векторів володіє розподільною властивістю:
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4. Векторний добуток двох векторів дорівнює нулю тільки тоді, коли ці вектори колінеарні;

5. Векторні добутки ортів задовольняють такі рівності:
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Векторний добуток двох векторів заданих своїми координатами

	Якщо вектори 
[image: image261.wmf](
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 задані своїми координатами, то їх векторний добуток визначається за формулою:
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Мішаний добуток векторів

	Мішаним добутком трьох векторів 
[image: image264.wmf]a
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 і 
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 називається скалярний добуток вектора 
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 на вектор 
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 і позначається 
[image: image269.wmf](
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Мішаним добутком трьох векторів є деяке число.

Якщо вектори 
[image: image270.wmf](
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 задані своїми координатами, то їх мішаний добуток знаходиться за формулою:
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Модуль мішаного добутку 
[image: image274.wmf]c
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 дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на векторах 
[image: image275.wmf]a
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[image: image277.wmf]c
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, віднесених до спільного початку:
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Завдання 1

1.
Дано вектори 
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 Знайти:

а) 
[image: image280.wmf];
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б) 
[image: image281.wmf]34;
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в) скалярний добуток векторів 
[image: image282.wmf]a
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 і 
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г) кут між векторами 
[image: image284.wmf]a
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 і 
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д) проекцію вектора 
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 на вектор 
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е) орт 
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 вектора 
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2.
Обчислити роботу, яку виконає сила 
[image: image290.wmf](
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, що прямолінійно переміщує матеріальну точку з точки 
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3.
Дано вектори 
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. Знайти вектор 
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, який задовольняє систему рівнянь 
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4.
Сила 
[image: image298.wmf](
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 прикладена до точки 
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. Визначити момент цієї сили відносно точки 
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5.
Знайти об’єм паралелепіпеда побудованих на заданих векторах 
[image: image301.wmf]k
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6.
Вершини піраміди знаходяться в точках 
[image: image304.wmf](
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. Потрібно:

1) записати вектори:
[image: image305.wmf],
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 в системі орт 
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 і знайти модулі цих векторів;

2) знайти кут між векторами 
[image: image309.wmf]®
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 і 
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3) знайти проекцію вектора 
[image: image311.wmf]®
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 на вектор 
[image: image312.wmf]®
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4) знайти площу грані 
[image: image313.wmf]ABC
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5) знайти об’єм піраміди 
[image: image314.wmf]ABCD
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6) скласти рівняння ребра 
[image: image315.wmf]AC

;

7) скласти рівняння грані 
[image: image316.wmf]ABC


Питання для самоконтролю

1. Як знайти модуль вектора.

2. Які вектори називаються  рівними, колінеарними, компланарними?

3. Чи можна знайти проекцію вектора на вісь?

4. Записати формулу знаходження косинуса кута між векторами.

5. Як знайти векторний, мішаний добуток векторів?

Викладач_____________                Оцінка_______________                    Дата___________

                      (підпис)

5.
АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ НА ПЛОЩИНІ

Практичне заняття 8

Застосування рівнянь прямих до дослідження їх взаємного розташу​вання, знаходження кута між ними. Застосування властивостей кривих другого порядку до розв’язування прикладних задач.

Мета. Знати рівняння прямої у різних формах, еліпса, гіперболи, параболи, вміти застосовувати їх до розв’язування задач, будувати криві другого порядку за їх рівняннями та визначати їх властивості.

Література: [1], с. 117–125, [2], с. 66–110. 

Теоретичні відомості

	Відстань 
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 між точками 
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Координати точки 
[image: image321.wmf](
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При 
[image: image325.wmf]1

l

=

 отримуємо формули для координат середини відрізка
[image: image326.wmf]AB
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Завдання 1

1. Визначити відстань між точками 
[image: image328.wmf](
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2. Довести, що трикутник з вершинами 
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 рівнобедрений.

3. Дано вершини трикутника 
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4. Серединою відрізка 
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 є точка 
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Теоретичні відомості

Рівняння прямої

	1. 
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2. 
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 – рівняння прямої у відрізках на осях.
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 – рівняння прямої, яка проходить через точки 
[image: image344.wmf](
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[image: image345.wmf](
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5. 
[image: image346.wmf](
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 – рівняння прямої, яка проходить через дану точку 
[image: image347.wmf](
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 і даним кутовим коефіцієнтом 
[image: image348.wmf]k

.

Якщо відомі кутові коефіцієнти двох прямих 
[image: image349.wmf]1
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 i 
[image: image350.wmf]2
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, то кут між ними знаходять за формулою 
[image: image351.wmf]21
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Умовою паралельності двох прямих є рівність їх кутових коефіцієнтів


[image: image352.wmf]12
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Умовою перпендикулярності двох прямих є співвідношення


[image: image353.wmf]12
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 , або 
[image: image354.wmf]2
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Відстань від точки 
[image: image355.wmf](
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 до прямої 
[image: image356.wmf]0
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[image: image357.wmf]2
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Завдання  8

Дано координати вершин трикутника 
[image: image358.wmf]ABC

. Знайти:

· довжину сторони АВ;

· рівняння сторін АВ іВС;

· внутрішній кут В;

· рівняння медіани АЕ;

· рівняння і довжину висоти СD;

· рівняння прямої, яка проходить через точку 
[image: image359.wmf]E

 паралельно стороні 
[image: image360.wmf]AB

.

1)

[image: image361.wmf](
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[image: image363.wmf](
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Теоретичні відомості

	1) Коло.

[image: image364.wmf](
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 рівняння кола з центром в точці 
[image: image365.wmf](
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 і радіуса 
[image: image366.wmf]r

.

    
[image: image367.wmf]222
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 – рівняння кола з центром в початку координат радіуса 
[image: image368.wmf]r

.

· Еліпс.       
[image: image369.wmf]1
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 - канонічне рівняння еліпса.

	[image: image1061.wmf](
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[image: image370.wmf](
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[image: image1062.wmf](
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[image: image371.wmf](
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 – фокуси еліпса;


[image: image372.wmf]a

 – велика піввісь;


[image: image373.wmf]b

 – мала піввісь;


[image: image374.wmf]222
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[image: image375.wmf](
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 – зв’язок між 
[image: image376.wmf]a

,
[image: image377.wmf]b
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[image: image378.wmf]c
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[image: image379.wmf]1
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 – ексцентриситет еліпса;


[image: image380.wmf]e
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 – директриси еліпса;


[image: image381.wmf]12
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[image: image1063.wmf]2) Гіпербола.     
[image: image382.wmf]1
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 – каканонічне рівняння гіперболи.

F1(-c;o), F2(c;o) – фокуси гіперболи;

А1(-а;о), А2(а;о) – вершини гіперболи;

А1А2 = 2а – дійсна вісь гіперболи;


[image: image383.wmf]2
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, зв’язок між а, b і с;  


[image: image384.wmf]x
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– асимптоти гіперболи;


[image: image385.wmf]1
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 – ексцентриситет гіперболи;


[image: image386.wmf]1
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– рівняння гіперболи,

 дійсною віссю якої є відрізок осі оу довжиною 2b ;


[image: image387.wmf]e
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– рівняння директрис.

Гіперболи 
[image: image388.wmf]1
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[image: image389.wmf]1
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 – називаються спряженими.

4. [image: image1064.wmf](
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[image: image1065.png]


Парабола.     
[image: image390.wmf]рх
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 – рівняння параболи.


[image: image391.wmf]2
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–директриса параболи;


[image: image392.wmf]÷
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F

– фокус параболи.

Парабола 
[image: image393.wmf]рх
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 – розміщена симетрично осі 

абсцис.


[image: image394.wmf]ру
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– рівняння параболи симетричної відносно осі ординат.

При 
[image: image395.wmf]0
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 обидві параболи вітками напрямлені  в додатню сторону відповідної осі, а при 
[image: image396.wmf]0
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 – у від’ємну сторону.


Завдання  3

1.
Знайти координати центра і радіус кола:

а) 
[image: image397.wmf]0
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б) 
[image: image398.wmf]0
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2.
Дано еліпс 
[image: image399.wmf]225
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. Знайти:

а) його півосі;  б) фокуси;  в) ексцентриситет;   г) рівняння директрис. 

Зобразити даний еліпс в декартовій прямокутній системі координат.

3. Дано гіперболу 
[image: image400.wmf]144
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. Знайти:

а) півосі 
[image: image401.wmf]a

 і 
[image: image402.wmf]b

; б) фокуси; в) ексцентриситет;  г) рівняння асимптот; 

д) рівняння директрис.

Зобразити дану гіперболу в декартовій прямокутній системі координат.

4. Знайти фокус 
[image: image403.wmf]F

 і рівняння директриси параболи 
[image: image404.wmf]х
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.

Виконати рисунок.

Питання для самоконтролю

1. Як записати різні види рівнянь прямої на площині.

2. Які види рівнянь кривих ІІ-го порядку на площині ви знаєте?

3. Як знаходиться ексцентриситет, директриса еліпса?

4. Як знайти рівняння асимптоти ексцентриситету, директриси гіперболи?

5. Чи може бути розміщена парабола симетрично відносно осі абсцис?

Викладач _____________                     Оцінка ______________                 Дата _________

                      (підпис)

6.
СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ НЕРІВНОСТЕЙ І ЛІНІЙНЕ ПРОГРАМУВАННЯ

Практичне заняття 9

Розв’язування задач лінійного програмування.

Мета. Знати означення системи нерівностей з двома змінними та розв’язку системи, знати правила перетворення систем нерівностей у рівносильні, вміти давати геометричну ілюстрацію розв’язків системи нерівностей з двома змінними на площині, мати поняття про основну задачу лінійного програмування, вміти розв’язувати основну задачу лінійного програмування геометричним методом, мати поняття про симплекс-метод та вміти його застосовувати при додаткових обмеженнях.

Література: [5] с. 627–635. 
Теоретичні відомості

Графічний спосіб розв’язування двомірних задач лінійного програмування

	Дано задачу лінійного програмування 
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в яку входять тільки дві невідомі 
[image: image407.wmf]1

x

 і 
[image: image408.wmf]2

x

.

Кожна з нерівностей системи обмежень визначає на координатній площині 
[image: image409.wmf]12

xox

 деяку півплощину. Отже, допустимою областю
[image: image410.wmf]W

 є переріз скінченого числа півплощин, тобто деяка багатокутна область на площині 
[image: image411.wmf]12

xox

.

Для розв’язування задачі  графічним методом, перш за все потрібно побудувати багатокутну область 
[image: image412.wmf]W

, а потім перпендикулярно вектору 
[image: image413.wmf](
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провести пряму 
[image: image414.wmf]l

 так, щоб вона перетнула область 
[image: image415.wmf]W

.

Пряма 
[image: image416.wmf]l

 пересувається паралельно сама собі в напрямку вектора 
[image: image417.wmf]L

r

 до того часу, поки вона перестане перетинати область 
[image: image418.wmf]W

 (для задачі мінімізації потрібно пересувати пряму 
[image: image419.wmf]l

 в протилежному напрямку).

[image: image1066.png])

Man. 3





[image: image420.png]


                   
[image: image421.png]



Якщо при такому переміщенні пряма 
[image: image422.wmf]l

 весь час буде перетинати область 
[image: image423.wmf]W

 (рис. 4), то цільова функція не обмежена зверху на допустимі множини і задача не має оптимального розв’язку.

Отже, перетин області 
[image: image424.wmf]W

 з прямою 
[image: image425.wmf]l

 в тому її положенні, коли подальше її переміщення дає порожній переріз з 
[image: image426.wmf]W

   (рис. 5), є множиною оптимальних розв’язків задачі.




Завдання  1

1. Зобразити на координатній площині хоу кожної з таких систем нерівностей:

а) 
[image: image427.wmf]1,
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2. Побудувати на площині множину розв’язків (багатокутник) системи лінійних обмежень нерівностей і геометрично знайти найбільше і найменше значення лінійної функції у цьому багатокутнику (
[image: image430.wmf]12
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б) 
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в) 
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Теоретичні відомості

Симплекс-метод розв’язування задач лінійного програмування 
при додаткових обмеженнях
	При кількості невідомих 
[image: image434.wmf]2

>

n

 основну задачу лінійного програмування геометрично розв’язати важко. Розглянемо один з найвідоміших методів розв’язування цієї задачі – симплекс-метод – при додаткових обмеженнях:

1. Всі коефіцієнти цільової функції 
[image: image435.wmf]L

 невід’ємні, тобто 
[image: image436.wmf]0

,..,

0

,

0

2

1

³

³

³

n

c

c

c

;

2. Всі невідомі невід’ємні, тобто 
[image: image437.wmf]0
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	Розглянемо алгоритм симплекс-методу (елементарне перетворення):

1. Записати задачу в стандартному вигляді: знайти найменше значення функції 
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2. Ввести додаткові змінні за формулами
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3. Утворити основну матрицю задачі
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4. В основній матриці знайти припустимий елемент, для цього:

a. У стовпці вільних членів знайти довільний від’ємний елемент
[image: image442.wmf]i

b

(якщо в стовпці вільних членів не має від’ємних елементів, то задача лінійного програмування розв’язана: значення невідомих, які стоять в рядку, дорівнюють нулю; значення невідомих, які стоять в стовпці, – відповідним елементам стовпця вільних членів; мінімальне значення цільової функції – першому елементу стовпця вільних членів);

b. У рядку основної матриці з вибраним елементом 
[image: image443.wmf]i

b

 відзначити всі додатні елементи 
[image: image444.wmf]ij

a

 (якщо додатних елементів не має, то задача лінійного програмування не має розв’язку);

c. Знайти частку від ділення коефіцієнта цільової функції 
[image: image445.wmf]j

с

 на елемент 
[image: image446.wmf]ij

a

 для кожного 
[image: image447.wmf]j

 у випадку 
[image: image448.wmf]0

³

ij
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;

d. Назвати припустимим той елемент 
[image: image449.wmf]ij

a

 основної матриці, для якого частка 
[image: image450.wmf]ij

j

a

c

 мінімальна.



	5. Виконати елементарне перетворення матриці основної задачі для знайденого припустимого елемента 
[image: image451.wmf]ij

a

:

a. Переставити місцями невідомі 
[image: image452.wmf]i

n

x
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 і 
[image: image453.wmf]i

x

 (невідомі, які стоять в одному рядку й стовпці з припустимим елементом), а решту невідомих залишити на місці;

b. У новій матриці замінити 
[image: image454.wmf]ij

a

 на 
[image: image455.wmf]ij

a

1

;

c. Решту елементів рядка, в якому стоїть припустимий елемент 
[image: image456.wmf]ij

a

, поділити на 
[image: image457.wmf]ij

a

-

;

d. Решту елементів стовпця, в якому стоїть припустимий елемент 
[image: image458.wmf]ij

a

, поділити на 
[image: image459.wmf]ij

a

;

e. Якщо елемент 
[image: image460.wmf]p

 матриці задачі не стоїть в одному рядку або стовпці з припустимим елементом, знайти елемент 
[image: image461.wmf]q

, який стоїть в одному рядку з 
[image: image462.wmf]ij
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 і в одному стовпці з 
[image: image463.wmf]p

, елемент 
[image: image464.wmf]r

, який стоїть в одному стовпці з 
[image: image465.wmf]ij
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 і в одному рядку з 
[image: image466.wmf]p

, обчислюємо число 
[image: image467.wmf](
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, яке поставити замість елемента 
[image: image468.wmf]p

 в новій матриці.

Одержану після елементарних перетворень матрицю розглянути як матрицю нової задачі лінійного програмування і вказаний алгоритм застосувати до неї. Мета елементарних перетворень – одержати матрицю, до якої алгоритм застосувати неможливо.


Завдання  2

1. Розв’язати симплекс-методом задачу мінімізації цільової функції 
[image: image469.wmf]L

 при вказа​них обмеженнях, якщо:

а) 
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б) 
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в) 
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Питання для самоконтролю

1. Який загальний вигляд нерівності з двома змінними?

2. Чи можна записати системи лінійних нерівностей?

3. Що таке цільова функція, допустима область?

4. Який алгоритм симплекс-методу розв’язування задач лінійного програмування при додаткових обмеженнях?

5. Як розв’язати транспортну задачу?

Викладач_____________        Оцінка_____________             Дата___________ 

                                   (підпис)

7. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ

Практичне заняття 10

Застосування диференціалу до наближених обчислень. Дослідження функції та побудова графіка. Задачі прикладного змісту.

Мета. Вивчити теореми про границі, застосовувати їх до знаходження границі. Знати формули і правила диференціювання, навчитись диференціювати функції та застосовувати похідну до дослідження функцій і будувати графіки.
Література: [1], с. 40–60, [2], с. 191–278. 

Теоретичні відомості

Диференціал та його застосування

	Диференціалом 
[image: image473.wmf]dy

 функції 
[image: image474.wmf](
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 називається головна частина її приросту пропорційна приросту 
[image: image475.wmf]x
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 незалежної змінної 
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Якщо 
[image: image478.wmf]x
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 достатньо мале за абсолютною величиною, то з точністю до нескінченно малих більш високого порядку, ніж 
[image: image479.wmf]x
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Завдання  1

1. Знайти область визначення функцій:

а) 
[image: image482.wmf]24
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2. Обчислити наближені значення приросту функцій:

а) у=х2, при 
[image: image486.wmf]10,03;
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б) у=
[image: image487.wmf]х
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[image: image489.wmf]x

у

sin

=

,  при 
[image: image490.wmf]0

27;

x

=


г) 
[image: image491.wmf]ctgx

у

=

, при
[image: image492.wmf]0

47.

x

=


Теоретичні відомості

Границя функції

Теореми про границі
	Якщо існують 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image501.wmf](

)

2

lim

xa

fx

®

;

	в) 
[image: image502.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

f

x

f

x

f

x

f

a

x

a

x

a

x

2

1

2

1

lim

lim

lim

®

®

®

=

     (
[image: image503.wmf](

)

x

f

a

x

2

lim

®

 ≠ 0) .

Перша границя        
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Завдання  2

Знайти вказані границі:

1) 
[image: image506.wmf]2

3

7

6

lim

2

2

0

-

+

-

-

®

х

х

х

х

x

x

 , якщо

а) 
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Завдання  3

Функція 
[image: image513.wmf]2
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 задана різними аналітичними виразами для різних областей зміни аргументу 
[image: image514.wmf]x

. Потрібно:

1) знайти односторонні границі та стрибок функції в точках розриву;

2) побудувати графік даної функції на відрізку 
[image: image515.wmf][
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[image: image518.wmf]
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Теоретичні відомості

Таблиця правил і формул диференціювання

Правила диференціювання
	І. С′ = 0, С – стала                  ІІ. (х)′ = 1

ІІІ. (u+v)′ = u′+v′                    IV. (uv)′=u′v+uv′

V. (Cּu)′ = Cּu′ , C – стала    VI. 
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VII. 
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Формули диференціювання

	VIII. 
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[image: image528.wmf](

)

x

ctgx

2

sin

1

-

=

¢



	XI. 
[image: image529.wmf](

)

x

x

2

1

=

¢


	XVII. 
[image: image530.wmf](

)

2

1

1

arcsin

x

x

-

=

¢



	XII. 
[image: image531.wmf](

)

a

a

a

x

x

ln

=

¢

;  
[image: image532.wmf](

)

х

х

е

е

=

¢


	XVIII. 
[image: image533.wmf](

)

2

1

1

arccos

x

x

-

-

=

¢



	XIII. 
[image: image534.wmf](

)

x

x

cos

sin

=

¢


	XIX. 
[image: image535.wmf](

)

2

1

1

x

arctgx

+

=

¢



	XX. 
[image: image536.wmf](

)

2

1

1

x

arcctgx

+

-

=

¢




	


Завдання  4

Знайти похідні у′, користуючись правилами та формулами диференціювання:

а) 
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Завдання 5

Задано закон 
[image: image543.wmf](
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 руху матеріальної точки. Потрібно знайти значення швидкості і прискорення цієї точки в момент часу 
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Теоретичні відомості

Загальна схема дослідження функції

	1. Знайти область визначення функції 
[image: image553.wmf](
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2. Дослідити на неперервність; знайти точки розриву функцій та її односторонні границі в точках розриву.

3. Дослідити функцію на парність, періодичність.

4. Знайти інтервали монотонності та точки екстремуму функції.

5. Визначити інтервали опуклості та точки перегину функції.

6. Знайти асимптоти графіка функції.

7. Побудувати графік, використовуючи результати попередніх досліджень.


Завдання  6

Дослідити функції та побудувати їх графіки:

а) 
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Питання для самоконтролю

1. Що називається функцією.

2. Як знайти область визначення функції.

3. Як сформулювати означення похідної.

4. Як знайти найбільше і найменше значення функції на відрізку.

5. Яка загальна схема дослідження функції.

Викладач_____________                 Оцінка__________              Дата__________

(підпис)

8.
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ
Практичне заняття 11

Розв’язування задач  на диференціальне числення функцій багатьох змінних

Мета. Вивчити означення границі та похідної функції двох і більшого числа змінних, навчитись диференціювати функції багатьох змінних, знати алгоритм дослідження функцій з двома змінними на екстремум та вміти ним користуватися при розв’язуванні задач.
Література: [2], с. 287–307.

Теоретичні відомості

	Функцією двох змінних 
[image: image557.wmf](
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 називається функція, яка кожній парі чисел 
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 ставить у відповідність деяке число 
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Аналогічно означається функція трьох і більшого числа змінних.

Частинні похідні
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 при фіксованому 
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Частинні похідні функції знаходять за звичайними правилами диференціювання; потрібно тільки при диференціюванні по 
[image: image567.wmf]x

 змінну 
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 вважати сталою, а при диференціюванні по 
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 – вважати 
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Якщо 
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[image: image573.wmf]
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  – частинні похідні першого порядку;
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 – частинні похідні другого порядку;


[image: image576.wmf]x
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 – мішані похідні другого порядку.

Якщо мішані похідні  неперервні, то вони рівні.


Завдання  1

Знайти частинні похідні першого і другого порядків від заданих функцій

1) 
[image: image577.wmf]2
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Теоретичні відомості

Дослідження функції 
[image: image582.wmf])
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	При дослідженні функції  
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1. Знайти частинні похідні першого порядку функції 
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Точки, в яких частинні похідні рівні нулю, називаються стаціонарними точками.

Нехай одна з них 
[image: image587.wmf](
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1. Знайти частинні похідні другого порядку та мішані функції
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3. Обчислюють визначник
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  екстремуму не має. Отже, якщо 
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, то питання про екстремум в цій точці залишається відкритим і вимагає додаткового дослідження.


Завдання  2

Знайти екстремум заданої функції:
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Питання для самоконтролю

1. Яке означення функції двох змінних (трьох і більшого числа змінних)?

2. Як знайти неперервність функції?

3. Як знайти частинні похідні функції двох змінних?

4. Які частинні похідні другого порядку. Мішані частинні похідні.

5. Чи є правило дослідження функції двох змінних на екстремум.

Викладач ________________          Оцінка _____________                Дата__________

                                 (підпис)

9.
ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ

Практичне заняття 12

Обчислення площ фігур за допомогою визначеного інтеграла, подвійного інтеграла. Застосування інтеграла до розв’язування прикладних  задач. 

Мета. Вивчити основні властивості невизначених інтегралів, таблицю інтегралів та навчитись застосовувати їх, знаходити невизначений інтеграл безпосереднім інтегруванням та за допомогою методу підстановок. Знати геометричний зміст визначеного інтеграла, вміти застосовувати визначений інтеграл до обчислення площ фігур; розв’язування прикладних задач. Засвоїти означення подвійного інтеграла, знати властивості подвійних інтегралів та правила обчислення, застосовувати  кратні інтеграли до розв’язання задач геометрії та механіки.

Література: [2], с.68–88; [2], с. 330–361;  [4], с. 494–496. 

Теоретичні відомості

Основні властивості невизначених інтегралів
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Таблиця невизначених інтегралів
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Безпосереднє інтегрування

	Безпосереднє інтегрування ґрунтується на прямому використанні таблиці інтегралів, застосуванні  властивостей інтеграла або виконанні елементарних тотожних перетворень над підінтегральною функцією.


Завдання 1

Знайти невизначені інтеграли:
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Теоретичні відомості

Спосіб підстановки (заміни змінної)

	Спосіб підстановки полягає в наступному: замінюють новою змінною таку  частину підінтегральної функції, при диференціюванні якої отримують залишкову частину підінтегрального виразу.


Завдання  2

Знайти невизначені інтеграли методом підстановки:
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Теоретичні відомості

Визначений інтеграл

	Визначеним інтегралом в межах від 
[image: image640.wmf]a

 до 
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 від функції 
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, називається приріст будь-якої з її первісних 
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       формула Ньютона-Лейбніца.


Найпростіші властивості визначеного інтеграла

	5. 
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	При обчисленні визначених інтегралів використовують ті самі методи, що і для невизначених інтегралів (безпосереднє інтегрування, метод підстановки, інтегрування частинами).


Завдання  3

Обчислити визначені інтеграли.
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Теоретичні відомості

Площа плоскої фігури

	Площа S криволінійної трапеції, обмеженої неперервною кривою 
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 обчислюється за однією з наступних формул:
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Завдання  4

Дано рівняння параболи і прямої. Обчислити за допомогою визначеного інтеграла площу фігури, обмежену даними лініями; виконати рисунок і заштрихувати шукану площу:

а) 
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Завдання  5

1.
Точка рухається прямолінійно. Її швидкість задана рівнянням 
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. Обчислити пройдений нею шлях за 
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 від початку руху.

2.
Швидкість точки, що рухається прямолінійно, задана рівнянням 
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 від початку руху.

3.
Обчислити роботу, що виконується  при стисканні пружини на 
[image: image680.wmf]0,08

м, якщо для стиску її на 0,01 м  потрібна сила 
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Обчислити роботу, що виконується при стисненні пружини на 
[image: image682.wmf]0,03

м, якщо для стискання її на 
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м була затрачена робота 
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 Дж.

Теоретичні відомості

Подвійний інтеграл

Основні властивості подвійних інтегралів
	4. 
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, де 
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6. Якщо область інтегрування 
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 розбита на дві області 
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Правила обчислення подвійних інтегралів

	У декартових  координатах подвійний інтеграл записати у вигляді
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Розрізняють два основних види області інтегрування:

1) область інтегрування D обмежена зліва і справа прямими 
[image: image693.wmf]xa
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, а знизу і зверху неперервними кривими 
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, кожна з яких перетинається вертикальною прямою тільки в одній точці (рис.7).
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Рис. 7                                                                Рис. 8   

	За такою областю подвійний інтеграл обчислюється за формулою
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причому  спочатку обчислюється інтеграл  
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 вважається сталою.

2) Область інтегрування 
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 обмежена знизу і зверху прямими 
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,  а зліва і справа неперервними кривими 
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, кожна з яких перетинається горизонтальною прямою лише в одній точці (рис. 8).

За такою областю подвійний інтеграл обчислюється за формулою
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причому, спочатку обчислюється інтеграл 
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, в якому 
[image: image712.wmf]y

 вважається сталою.

Праві частини вказаних формул називаються двократними або повторними інтегралами.


Завдання  6

Обчислити:
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Завдання  7

Побудувати на площині 
[image: image718.wmf]xoy

 область інтегрування даного інтеграла. Змінити порядок інтегрування і обчислити площу області при заданому і зміненому порядках інтегрування.
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Теоретичні відомості

Координати центра ваги однорідної пластини

	У випадку однорідної пластини, яка займає область 
[image: image724.wmf]D

 площини xoy , координати центра ваги 
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Завдання  8

За допомогою подвійного інтеграла обчислити координати центра ваги фігури, обмеженою даними лініями (поверхневу густину вважати рівною одиниці):
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[image: image730.wmf];
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Питання для самоконтролю

· Що називається первісною?

· Як знайти невизначений інтеграл?

· Як знайти визначений інтеграл?

4.
Як найти об’ємні тіла за допомогою визначеного інтеграла?

5.
Як знайти координати центра ваги однорідної пластинки?

Викладач _______________        Оцінка____________          Дата__________

                                         (підпис)
10.
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ

Практичне заняття  13

Розв’язування диференціальних рівнянь з відокремлюваними змінними.

Мета. Засвоїти означення розв’язку диференціального рівняння та  означення диференціального рівняння з відокремлюваними змінними, навчитись відокремлювати змінні та розв’язувати рівняння з відокремлюваними змінними.

Література: [1], с. 92–100; [2], с. 421–493. 

Теоретичні відомості

	Рівняння, які пов’язують незалежну змінну, невідому функцію і її похідні або диференціали різних порядків, називаються диференціальними рівняннями.

Порядком диференціального рівняння називається порядок старшої похідної, що входить у це рівняння.

Функція 
[image: image738.wmf](
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, яка задовольняє диференціальне рівняння, називається розв’язком цього рівняння. Графік розв’язку називається інтегральною кривою рівняння.

Розв’язок диференціального рівняння, який містить скільки незалежних довільних сталих, що і порядок рівняння, називається загальним розв’язком цього рівняння.

Для знаходження частинного розв’язку диференціального рівняння задаються початкові умови. Для рівняння першого порядку вони мають вигляд 
[image: image739.wmf](
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За цими початковими умовами визначаються значення довільних сталих в загальному розв’язку рівняння, в результаті чого отримується частковий розв’язок, який задовольняє заданим початковим умовам.


Завдання  1

2. Які з наступних рівнянь є диференціальними:

а) 
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3. Визначте порядок наступних диференціальних рівнянь:

а) 
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уу

¢¢¢

+=

                                    б) 
[image: image749.wmf]1

;

cos

ууtgx

x

¢

-=


в) 
[image: image750.wmf]у

у

у

v

¢

¢

¢

=

¢

+

¢

¢

;                                 г) 
[image: image751.wmf]0

2

2

2

=

-

+

¢

y

x

y

xy

.

4. Визначте, яка з указаних функцій є загальним розв’язком диференціального рівняння 
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5. Розв’язати рівняння:

а) 
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6. Розв’язати рівняння:

а) 
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Теоретичні відомості

Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними

	Диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними має вигляд
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поділивши всі члени рівняння на N1(y) M2(x)  - отримуємо рівняння
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в якому змінні відокремлені.

Загальний розв’язок рівняння знаходять почленним інтегруванням:
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Завдання  2

Знайдіть загальний розв’язок диференціального рівняння:

а) 
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Завдання  3

Знайти частковий розв’язок диференціального рівняння, який задовольняє вказаним початковим умовам:
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Питання для самоконтролю

Які основні поняття диференціального рівняння?

Як розв’язати диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними?

Як розв’язати диференціальні рівняння першого порядку?

Які основні формули лінійних диференціальних рівнянь І-го і ІІ-го порядків?

Викладач______________          Оцінка________________            Дата___________

                        (підпис)

Практичне заняття  14

Диференціальні рівняння першого порядку. Лінійні диференціальні рівняння.

Мета. Вивчити означення диференціального рівняння першого порядку, лінійного диференціального рівняння, алгоритм розв’язання лінійних диференціальних рівнянь. Навчитись розв’язувати диференціальні рівняння першого порядку.

Література: [5], с. 20–23.

Теоретичні відомості

	Рівняння виду 


[image: image776.wmf](
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називається лінійним рівнянням.

Лінійне рівняння зводиться до двох рівнянь з відокремлюваними змінними  заміною шуканої функції 
[image: image777.wmf]y

 добутком двох допоміжних функцій 
[image: image778.wmf]u

 i 
[image: image779.wmf]v

, тобто 
[image: image780.wmf]yuv

=

.

Тоді


[image: image781.wmf]dx

dv

u

dx

du

v

dx

dy

+

=

,

і рівняння (1) набере вигляду 
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Користуючись тим, що одна з допоміжних змінних, наприклад 
[image: image783.wmf]v

, вибрана довільно, підберемо її так, щоб вираз в квадратних дужках перетворювався в нуль, тобто в якості 
[image: image784.wmf]v

 візьмемо один з часткових розв’язків 
[image: image785.wmf](
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Підставивши вираз 
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 в рівняння (2), одержимо рівняння відносно функції 
[image: image788.wmf]u
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Останнє рівняння є рівнянням з відокремлюваними змінними. Знайшовши його загальний розв’язок 
[image: image790.wmf](
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Завдання 1

Розв’язати лінійне диференціальне рівняння першого порядку:
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Питання для самоконтролю

8. Яке правило знаходження загального розв’язку диференціального рівняння з відокремлюваними змінними?

9. Як розв’язати лінійне диференціальне рівняння першого порядку?

10. Яке правило знаходження загального розв’язку лінійного диференціального рівняння?

11. Навести приклад застосування диференціальних рівнянь у фізиці, механіці, біології, сільському господарстві.

Викладач_________________         Оцінка______________              Дата__________

                                  (підпис)

11. РЯДИ

Практичне заняття  15

Розв’язування задач на ряди

Мета. Знати означення числового ряду, часткової суми ряду, збіжного ряду, необхідну та достатні ознаки збіжності числових рядів, мати поняття про знакозмінні та абсолютно та умовно збіжні числові ряди, знати ознаку Лейбніца та вміти досліджувати на збіжність числові ряди, використовуючи необхідну та достатні умови збіжності. Знати означення функціонального ряду, області збіжності функціонального ряду, степеневого ряду, знати означення ряду Тейлора та Маклорена, вміти розкладати елементарні функції в ряд Тейлора і Маклорена, знати означення тригонометричного ряду, ряду Фур’є, вміти розкладати простіші функції в ряд Фур’є.

Література: [3], с. 385–403; [5], с. 207–352. 

Теоретичні відомості

Найпростіші властивості рядів

	·  (Необхідна умова збіжності ряду). Якщо ряд 
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· (Достатня умова розбіжності ряду). Якщо 
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· На збіжність ряду не впливає відкидання або приєднання до нього скінченої кількості членів.

· Ряд 
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Завдання  1

· Знайти загальний член ряду:

а)
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· Записати перших п’ять членів ряду та перевірити необхідну умову збіжності ряду:
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Теоретичні відомості

Достатні умови збіжності знакододатніх рядів

	· (Інтегральна ознака Коші). Якщо 
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· (Ознака порівняння). Нехай дано два ряди з невід’ємними членами 
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· (Гранична ознака порівняння). Якщо всі члени рядів 
[image: image841.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

 і 
[image: image842.wmf]å

¥

=

1

n

n

b

 додатні і існує границя 
[image: image843.wmf]k

b

a

n

n

n

=

¥

®

lim

, де 
[image: image844.wmf]+¥

<

<

k

0

, то ці ряди одночасно збігаються або розбігаються.


	·  (Ознака Даламбера.) Якщо для знакододатного ряду 
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· (Ознака Коші).Якщо всі члени ряду 
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Для знакочергових рядів має місце достатня 

ознака збіжності Лейбніца
	Якщо в знакочерговому ряду 
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Завдання  2

1.
Дослідити на збіжність ряд за ознакою Даламбера:
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2.
Дослідити на збіжність ряд з використанням радикальної ознаки Коші:
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3.
Дослідити на збіжність ряд, використовуючи інтегральну ознаку Коші:
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4.
Записати перших шість членів ряду та дослідити його на збіжність:

а)  
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Теоретичні відомості

Степеневі ряди

Ряди, членами яких є не числа, а функції визначені на деякій множині 
[image: image872.wmf]M

 називаються функціональними рядами.
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Функціональний ряд
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 – деякі числа, називається степеневим рядом з центром в точці 
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Сформулювати дуже важливу в теорії рядів теорему, яка носить назву теореми 

Абеля

	Якщо степеневий ряд 
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	Додатне число 
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 таке, що при 
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 степеневий ряд збігається, а при 
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 ряд розбігається, називається радіусом збіжності степеневого ряду.

Інтервал 
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 називають інтервалом збіжності цього ряду.

Областю збіжності ряду 
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У випадку повного степеневого ряду (містить всі степені 
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Ряд Тейлора і Маклорена

Якщо функція 
[image: image897.wmf](
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 розкладається в степеневий ряд по степенях 
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, то цей ряд називають рядом Тейлора і він має наступний вигляд:
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При 
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 ряд Тейлора набирає вигляду 
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і називається рядом Маклорена.

	Для того, щоб ряд 
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збігався до функції 
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Завдання  3

· Записати перші чотири члени ряду, знайти інтервал збіжності ряду та з’ясувати питання про збіжність ряду на кінцях інтервалу:
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· Обчислити визначений інтеграл з точністю до 
[image: image910.wmf]0,001

 шляхом попереднього розкладу підінтегральної функції в ряд і почленного інтегрування цього ряду:
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Теоретичні відомості

Тригонометричні ряди

Функціональний ряд 
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де 
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 – деякі числа, називається тригонометричним рядом.
Ряди Фур’є

Нехай функція 
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називається рядом Фур’є для функції 
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Властивості ряду Фур’є

	· Якщо функція 
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	· Якщо функція 
[image: image928.wmf](

)

x

f

 непарна, то


[image: image929.wmf],

0

=

n

a

 
[image: image930.wmf](

)

...

,

2

,

1

,

0

=

n

;


[image: image931.wmf](

)

ò

=

p

p

0

sin

2

nxdx

x

f

b

n

, 
[image: image932.wmf](

)

...

,

3

,

2

,

1

=

n

.

· У точці 
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x

, де функція 
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ряд Фур’є для функції 
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· Нехай функція 
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 Якщо функція 
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 цей ряд буде рядом Фур’є для функції 
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Завдання 4

Розкласти в ряд Фур’є періодичну функцію, задану на інтервалі-періоді:

а) 
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Функцію 
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 розкласти в ряд косинусів.

Функцію 
[image: image959.wmf](

)

1

fxx

=-
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 розкласти в ряд синусів.

Питання для самоконтролю

1.
Що називається рядом?

2.
Як знаходиться n-й член геометричної прогресії?

3.
Які основні ознаки збіжності рядів?

4.
Як розкласти функцію в ряд Фур’є?

5.
Назвати властивості степеневих рядів.

Викладач____________                   Оцінка______________                    Дата___________

                  (підпис)

12 . ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ

Практичне заняття  16

Розв’язування задач із застосуванням елементів теорії ймовірності.

Мета. Засвоїти основні поняття комбінаторики. Знати класичне та статистичне означення ймовірності, теореми додавання та множення ймовірностей, формулу повної ймовірності, формулу Бейєса, формулу Бернуллі, локальну та інтегральну теореми Лапласа.

Література: [5], с. 498–547. 

Теоретичні відомості

Основні поняття комбінаторики

	Добуток перших 
[image: image961.wmf]n

 натуральних чисел позначають 
[image: image962.wmf]!
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, тобто
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За означенням приймають 


[image: image964.wmf]1
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Розміщення з 
[image: image965.wmf]n

 елементів по 
[image: image966.wmf]m

 називається 
[image: image967.wmf]m

 - елементні підмножини, які відрізняються одна від одної або самими елементами, або їх порядком. Число розміщень з 
[image: image968.wmf]n

 елементів по 
[image: image969.wmf]m

 позначається 
[image: image970.wmf]m

n

A

 і обчислюється за формулою


[image: image971.wmf](
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Перестановками з даних 
[image: image972.wmf]n

 елементів називаються множини з 
[image: image973.wmf]n

 елементів, які відрізняються лише порядком елементів. Перестановки з 
[image: image974.wmf]n

 елементів позначаються 
[image: image975.wmf]n

P

 і знаходяться за формулою


[image: image976.wmf](
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[image: image977.wmf]!
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Сполученнями, які містять 
[image: image978.wmf]m

 елементів, вибраних із 
[image: image979.wmf]n

 елементів заданої множини, називаються всі можливі множини, які відрізняються принаймні одним елементом. Число сполучень із 
[image: image980.wmf]n

 елементів по 
[image: image981.wmf]m

 елементів позначають 
[image: image982.wmf]m
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C

 і знаходять за формулою:
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Завдання  1

1.
Обчислити значення виразу:

а) 
[image: image984.wmf]6!3!;
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2. Розв’язати рівняння:
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3.
Розв’язати систему рівнянь:

а) 
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Теоретичні відомості

	Відносною частотою події називається число 


[image: image993.wmf](
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де 
[image: image994.wmf]M

 – число появи події 
[image: image995.wmf]A

, а 
[image: image996.wmf]N

 – загальне число проведених випробувань.

Ймовірністю події 
[image: image997.wmf]A

 називається відношення числа 
[image: image998.wmf]m

 рівноможливих елементарних подій, які сприяють появі події 
[image: image999.wmf]A

, до числа 
[image: image1000.wmf]n

 всіх можливих елементарних подій
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)

n

m

A

P

=

.

Ймовірність достовірної події дорівнює одиниці;

Ймовірність неможливої події дорівнює нулю;

Ймовірність випадкової події є додатне число, яке міститься між нулем і одиницею


[image: image1002.wmf](
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Теорема додавання ймовірностей

	Ймовірність суми двох незалежних подій дорівнює сумі їх ймовірностей


[image: image1003.wmf](
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Ймовірність суми попарно незалежних подій дорівнює сумі ймовірностей цих подій


[image: image1004.wmf](
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Сума ймовірностей протилежних подій дорівнює одиниці


[image: image1005.wmf](
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Якщо події 
[image: image1006.wmf]C
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,

 утворюють повну групу , то сума їх ймовірностей дорівнює одиниці
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Теорема множення ймовірностей

	Ймовірність добутку двох довільних подій дорівнює ймовірності однієї з них, помноженій на умовну ймовірність другої за умови, що перша подія відбулася
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Якщо події 
[image: image1009.wmf]A

 і 
[image: image1010.wmf]B

 незалежні, то 


[image: image1011.wmf](
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Теорема додавання ймовірностей сумісних подій

	Ймовірність появи хоча б однієї з двох сумісних подій дорівнює сумі ймовірностей цих подій, без ймовірності їх одночасної появи:
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Формула повної ймовірності

	
[image: image1013.wmf](
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Формула Бейєса (формула ймовірності гіпотез)

	
[image: image1014.wmf](
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	Ймовірність того, що в серії з 
[image: image1015.wmf]n

 випробувань подія 
[image: image1016.wmf]A

 настане рівно 
[image: image1017.wmf]m

 раз знаходять за формулою Бернуллі

[image: image1018.wmf](
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Локальна теорема Лапласа

	
[image: image1019.wmf](
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де 
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[image: image1021.wmf]p

 не рівне нулеві і одиниці), а 
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Інтегральна теорема Лапласа

	Якщо ймовірність 
[image: image1023.wmf]p

 настання події 
[image: image1024.wmf]A

 в кожному випробуванні стала і відмінна від нуля і одиниці, то 
[image: image1025.wmf]ймовірність 
[image: image1026.wmf](
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 того, що подія 
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 з’явиться в 
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 випробуваннях від 
[image: image1029.wmf]1

k

 до 
[image: image1030.wmf]2
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 раз, наближено дорівнює визначеному інтегралу:
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	Ймовірність того, що подія 
[image: image1034.wmf]А

 настане в 
[image: image1035.wmf]n

 незалежних випробуваннях від 
[image: image1036.wmf]1

k

 до 
[image: image1037.wmf]2

k

 раз наближено рівна 
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)

ò

-

×

=

x

x

dx

e

x

Ф

0

2

2

2

1

p

; 
[image: image1040.wmf]npq

np

k

x

-

=

¢

1

; 
[image: image1041.wmf]npq

np

k

x

-

=

¢

¢

2

.




Завдання  2

1. В урні 
[image: image1042.wmf]15

 кульок: 
[image: image1043.wmf]3

 білих, 
[image: image1044.wmf]9

 чорних, 
[image: image1045.wmf]6

 червоних. Яка ймовірність того, що вийнята з урни кулька червона?

2. Три стрільці стріляють по мішені. Ймовірність влучення для першого стрільця дорівнює 
[image: image1046.wmf]0,75

, для другого – 
[image: image1047.wmf]0,8

, для третього – 
[image: image1048.wmf]0,95

. Знайти ймовірність того, що всі три стрільці одночасно влучать у ціль.

3. В ящику 
[image: image1049.wmf]a

 білих і 
[image: image1050.wmf]b

 чорних кульок. Яка імовірність того, що із двох вилучених кульок одна біла, а друга чорна?

4. Визначити імовірність того, що в родині, яка має п’ять дітей, буде три дівчинки і два хлопчики. Імовірності народження хлопчика і дівчинки вважаються однаковими.

5. Є три однакові за виглядом ящики. У першому ящику 
[image: image1051.wmf]20

 білих кульок, в другому – 
[image: image1052.wmf]10

 білих і 
[image: image1053.wmf]10

 чорних кульок, у третьому – 
[image: image1054.wmf]20

 чорних кульок. З вибраного навмання ящика вилучили білу кульку. Обчислити ймовірність того, що кульку вилучили з першого ящика.

6. Яка ймовірність того, що при сторазовому підкиданні монети герб з’явиться від сорока до шестидесяти разів?

7. Пристрій складається з десяти незалежно працюючих елементів. Імовірність відмови кожного елемента за час 
[image: image1055.wmf]T

 дорівнює 
[image: image1056.wmf]0,05

. За допомогою нерівності Чебишева оцінити ймовірність того, що абсолютна величина різниці між числом елементів, які відмовили і середнім числом (математичним сподіванням) відмов за час 
[image: image1057.wmf]T

 виявиться : а) менше двох; б) не менше двох.

Питання для самоконтролю

Що означає символ 
[image: image1058.wmf]!

n

?

Яка історична подія сприяла виникненню теорії ймовірності, як науки.

Які основні дії можна виконувати над подіями?

Як знайти математичне сподівання, дисперсію неперервної випадкової величини?

Сформулювати теорему Чебишева.

Викладач_____________                Оцінка_______________                  Дата___________

                      (підпис) 
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