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ПОЯСНЮВАЛЬНА ЗАПИСКА


 При вивченні наук приклади
                                                                корисніші від правил.
Ісаак Ньютон


Якщо судити про математику лише за шкільними підручниками, то може скластися враження, що наука ця є раз і назавжди даною, а на Землю її принесли не інакше, як інопланетяни. Насправді ж вона створювалася людським розумом упродовж багатьох століть і продовжує розвиватися й досі, а її застосування охоплюють все ширші і ширші кола буття. Проте скласти бодай найменше уявлення, як відбувається цей розвиток, неможливо, якщо не  спробувати самому долучитися до математичної творчості.  Неформальна математика — це математика, зігріта духом її великих творців, їхнім ентузіазмом і романтикою пошуку істини, математика, в якій абсолютна першість належить не пам’яті, а мисленню. Предметом такої математики є не застиглі форми у вигляді усталених правил, теорем, ознак і формул, які треба завчити, щоб потім використовувати для розв’язування простеньких задач — логічних одно-двоходівок, а жива, одухотворена гармонійна споруда, до принад якої не можна долучитися, не розв’язуючи цікавих і змістовних задач.
Креативність — (лат. сreatio — створення) — новітній термін, яким окреслюються «творчі здібності індивіда, що характеризуються здатністю до продукування принципово нових ідей і що входять в структуру обдарованості в якості незалежного фактору». Раніше у літературі використовувся термін «творчі здібності», однак пізніше почав витіснятися мовним запозиченням з англійської мови (creativity, creative). В українскій мові, терміном «креативний» позначається творчість, що не тільки висуває ідеї, але й доводить їх до конкретного практичного результату. А слово «творчий» залишається зі своїм вихідним значенням, що не розрізняє діяльність результативну й, навпаки, безрезультатну. Метою даного посібника є розвиток саме креативних здібностей  учнів, тобто здібностей, які приводять до конкретного практичного результату, а саме до розв’язку задач. 

У першому розділі подані задачі з логічним навантаженням різних  типів, які можна використати на уроках математики у 5, 6 класах, а  також розглянуті  прийоми усного обчислення для 5-ти класників. Ці прийоми не розглядаються у підручнику, але за їх допомогою можна проводити велику кількість  обчислень. Учні відразу будуть бачити результати застосування нових знань, що неодмінно викличе  інтерес до предмета, разом з тим покращить навички  усного рахунку.


  Задачі першого розділу дозволять вчителеві виявити учнів з неординарним мисленням,  тих хто прагне вивчати цю дивовижну науку. Другий розділ покликаний допомогти педагогу зацікавити саме таких учнів. У ньому розглянуті задачі для розв’язку яких можна застосувати деякі прийоми та методи  з розділу вищої математики (кола Ейлера, принцип Діріхле, графи і т.п.), які не розглядаються у шкільній програмі. Але саме ці прийоми та методи дозволяють досить просто розв’язувати олімпіадні задачі та задачі підвищеної складності. У збірці подано не торетичний матеріал, що стосується  розділів вищої математики, а на прикладі розв’язування  задач, у простій формі, що зрозуміла дітям 5,6-го  класу, пояснюються основні моменти, що необхідні для практичного застосування. 
 Як сказав видатний французький  математик Блез Паскаль: «Об’єкт  математики настільки серйозний, що слід не пропускати нагоди зробити його трохи цікавішим». Для того, щоб привернути увагу учнів, зацікавити, їх насамперед треба здивувати.  Розв’язування на уроці нестандартних  задач ( з логічним навантаженням, гумористичних, у віршованій формі), використання софізмів, розгадування ребусів, анаграм, кросвордів безперечно допоможуть кожному педагогу здивувати своїх вихованців різноманітністю і красою математики.   
  Креативна діяльність учня відрізняється від креативної діяльності дорослого тим, що результати його діяльності не є новими у загальнолюдському значенні, але в процесі творення нового для себе  результату  в учня формуються вміння і навички творця. І наостанок хочеться згадати слова видатного математика А.М. Колмогорова : «Декотрим математика видається  нагромадженням штучних рецептів, правил, за якими  невідомо чому можна отримати потрібні результати… Спробуйте замінити запам’ятовування розумінням! Ви будете приємно здивовані!». 
 



















ЗМІСТ

РОЗДІЛ І

1. Прийоми усних обчислень для учнів 5-го класу
2. Математика в логічних задачах
3. Математичні софізми

РОЗДІЛ ІІ

1. Як розв’язувати задачу
2. Арифметика лишків
3. Принцип Діріхле
4. Пошук предмета
5. Задачі на переливання
6. Кола Ейлера
7. Графи
8. Як треба грати, щоб не програвати (виграшна стратегія)
9. Задачі на перестановку членів виразу (інверсію)
10. Гумористичні задачі

Список використаної літератури






















РОЗДІЛ   І
ПРИЙОМИ УСНИХ ОБЧИСЛЕНЬ
ДЛЯ УЧНІВ 5 КЛАСУ

Віднімання (заміна додаванням)

Віднімати складніше, ніж додавати, тому будемо додавати. 

Гра "Магазин":
Оксанка купує книжку за12 грн. 75 коп. Вона дає продавцеві 20 грн. Продавець дає спочатку 25 коп. і говорить: "13 гривень", після цього дає ще 7 гривень і говорить: "20 гривень". Яким чином продавець порахував здачу? Чи правильно він це зробив? Поміркуй, що замість того, щоб віднімати, продавець додавав. А саме: 
12 грн. 75 коп. + 25 коп. =13 грн.
13 грн. + 7 грн. = 20 грн.
Таким чином Оксанка отримала 7 грн. 25 коп. здачі .
       Зроби свої покупки в магазині. Один учень – покупець, інший – продавець. Можна спочатку використовувати справжні чи виготовлені самостійно "гроші".
Можна також розв’язати таку задачу: 

Скільки років прожив М.І.Лобачевський, якщо роки його життя (1792-1856)?
1792 + 8 = 1800
8 + 56 = 64 
Обґрунтуй розв’язання. Пригадай роки життя відомих людей і склади подібні задачі.
Розв’язавши багато таких прикладів, можна перейти до множення.

Множення і ділення на 4 (або на 8)

Помножити на 4 (на 8) – означає двічі (тричі) подвоїти число:
24 · 4 = (24 · 2) · 2 = 48 · 2 = 96
25 · 8 = 25 · 4 · 2 = 100 · 2 = 200  
Розділити на 4 (на 8) – означає двічі (тричі) поділити дане число на 2:                    124 : 4 = 124 : 2 : 2 = 62 : 2 = 31
          456 : 8 = 456 : 2 : 2 : 2 = 228 : 2 : 2 = 114 : 2 = 57
Виконай за даним правилом такі обчислення:

	648 : 8  
968 : 8
120 : 8
	86 · 4      
22 · 8      
324 : 4  
	52 · 4      
12 · 8     
128 : 4 
	38 · 4      
35 · 8       
64 : 4   

	46 · 4      
21 · 8       
58 : 4   






Множення і ділення на 5

Щоб помножити число на 5, треба міркувати так: 5 – це половина 10, тому спочатку потрібно число:
     Парне поділити на 2 і дописати 0: 
 26·5 = 26 : 2 · 10 = 130
     Непарне - дописати 0 і поділити на 2: 
49 · 5 = 49 · 10 : 2 = 490 : 2 = = 245
Щоб поділити число на 5 треба:
 Помножити на 2 і поділити на 10 або навпаки: 
320 : 5 = 320 · 2 : 10 = 640 : 10 = 64 
320 : 5 = 320 : 10 · 2 = 32 · 2 = 64

     Виконай за даним правилом такі обчислення:

	28· 5
48· 5
	39· 5
21· 5
	47· 5
32· 5
	13· 5
54· 5
	225: 5
75: 5
	540: 5
495: 5



1.Якою цифрою закінчується добуток десяти множників: 
11 • 13 • 15 • … • 29?

2.Сума двох чисел 27. Коли перший доданок збільшити у 5 раз, а другий в 3 рази, то нова сума дорівнюватиме 111. Знайти доданки.


Множення на 9

Щоб помножити число на 9, треба від нього відняти число, яке на 1 перевищує число десятків, і приписати поряд число одиниць, яких не вистачає до 10:
26 · 9 = (26 – 3) 4 = 234
23 · 9 = 207;      47 · 9 = 423

Виконай за даним правилом такі обчислення:

	13· 9
78· 9
	28· 9
31· 9
	16· 9
54· 9
	57· 9
43· 9



Усно обчисли: 
 7 • 125 • 64.
  
Множення на 11

Щоб помножити двоцифрове число на 11, треба додати цифри числа і записати цю суму між цифрами даного числа:
63 · 11 = 6(6+3)3 = 693
42 · 11 = 462
Якщо сума цифр більша або дорівнює 10, то один десяток додається до першої цифри даного числа:
67 · 11 = 6(13)7 = 737
Множення на 11 багатоцифрових чисел виконується на дошці за правилом: остання цифра без зміни, а далі, рухаючись вліво, треба додавати "сусіда справа":
38054627 · 11 = 418600897
Починаючи з кінця:7, 7+2=9, 2+6=8, 6+4=10 (0 пишемо, 1 додаємо до наступної суми), 5+4+1=10 (0 пишемо, 1 додаємо до наступної суми), 0+5+1=6, 0+8=8, 8+3=11 (1 пишемо, 1 додаємо до наступної суми),3+1=4.

Виконай за даним правилом такі обчислення:

	14· 11
126· 11
	24· 11
536· 11
	69· 11
459· 11
	36· 11
45678· 11
	59· 11
1234234· 11




На що помножити 52 в такому прикладі незакінченого множення: 
  52
  ** 
_______
  **
**
________
5*2

Множення на 15
15 – це півтора десятки. Тому, щоб помножити число на 15, треба:
якщо число парне, до числа додати його половину і дописати 0: 
46 · 15 = (46 + 23) · 10 = 690
якщо число непарне, до числа дописати 0 і додати його половину:
35 · 15 = 35 · 10 + 175 = 350 + 175 = 52

Виконай за даним правилом такі обчислення:

	17· 15
58· 15
	56· 15
22· 15
	39· 15
54· 15
	42· 15
19· 15
	71· 15
23· 15



Множення на 25
25 – четвертина від 100, тому помножити число на 25 – означає поділити на 4.  Треба:
    якщо число ділиться на 4, або парне, то поділити на 4 і помножити на 100: 
36· 25 = 36 : 4 · 100 = 9 · 100 = 900.
     якщо число непарне, то помножити на 100 і поділити на 4:
23· 25 = 23 · 100 : 4 = 2300 : 4 = 575. 

    Виконай за даними правилами такі обчислення:

	44· 25
31· 25
	56· 25
98· 25
	13· 25
18· 25
	71· 25
22· 25
	66· 25
47· 25





Множення на 99
Щоб помножити двоцифрове число на 99, слід:
      І спосіб - зменшити його на 1 та приписати поряд цифри, які доповнюють до 9 число десятків і до 10 число одиниць цього числа:
76 · 99 = 7524;                38 · 99 = 3762;                    
76 – 1 = 75                      99 · 99 = 9801
9 – 7 = 2
10– 6 = 4
      ІІ спосіб - помножити число на 100 і від отриманого добутку відняти дане число: 
76 · 99 = 76 · 100 – 76 = 7600 – 76 = 7524
 99·99 = 9900 – 99 = 9801

   Виконай за даними правилами такі обчислення:

	35· 99
25· 99
	45· 99
86· 99
	52· 99
41· 99
	13· 99
55· 99
	47· 99
14· 99


1.Числа 100 і 90 поділили на одне й те саме число. У першому випадку в остачі отримали 4, а в другому – 18. На яке число ділили?
2.Сума цифр двоцифрового числа 16. Якщо переставити цифри, то воно збільшиться на 18. Знайти це число.



Множення двоцифрових чисел, у яких однакові цифри десятків, а сума одиниць дорівнює 10

Щоб помножити два таких числа, треба цифру десятків помножити на число, що на 1 від неї більше і приписати добуток числа одиниць:
26 · 24 = (2 · 3)24 = 624;         52 · 58 = (5 · 6)16 = 3016

Виконай за даним правилом такі обчислення:

	32·38
12·18
	54·56
11·19
	91·99
77·73
	87·83
94·96
	43·47
39·31




Множення чисел що закінчуються на 5, різниця між якими дорівнює 10
Щоб помножити два таких числа, треба помножити більшу цифру десятків саму на себе, від отриманого добутку відняти 1 та приписати 75:

35 · 45 = (4 · 4 – 1)75 = 1575
65· 55 = (6 · 6 – 1)75 = 3575

  Виконай за даним правилом такі обчислення:
	45·55
	15·25
	25·35
	65·75
	95·85



Обчислити суму: 
8 · 9 · 14 + 6 · 12 · 17 + 4 · 18 · 19

Множення чисел, що закінчуються на 5, різниця між якими дорівнює 20

Щоб помножити два таких числа, треба цифру десятків більшого числа помножити на число десятків меншого числа, збільшеного на 1, і від отриманого добутку відняти 1 та приписати 25:
85 · 65 = (8 · 7 - 1)25 = 5525
35 · 55 = (4 · 5 -1)25 = 1925

Виконай за даним правилом такі обчислення:

	15·35
	45·65
	95·75
	25·45


      

Російський «крестьянский» спосіб множення

Цікавим є спосіб множення, який використовували російські селяни,  це множення чисел з допомогою подвоєння, ділення навпіл і додавання без таблиці множення.
Ось  як виконувалося таке множення.
Наприклад,  треба помножити 13 на 17.Записуємо поряд два числа, ліве число будемо  ділити на 2, а праве - множити на 2 і результати будемо записувати у стовпчик.
13                17
6                  34
3                  68
1           136
Якщо доведеться ділити навпіл непарне число, то остачу просто відкидаємо. Коли від лівого числа залишиться одиниця, то викреслимо усі рядки з парними числами у лівому стовпчику, а всі не викреслені числа правого стовпчика додамо. Отриманий результат і є добутком даних чисел: 13х17=221



МАТЕМАТИКА В  ЛОГІЧНИХ ЗАДАЧАХ
Усім задачам, які будуть запропоновані далі, притаманний деякий математичний «секрет». Вони допоможуть оволодіти учням навичками роздумів, які ведуть до математичного відкриття. Для їх розв’язку, окрім знань відповідного розділу шкільної математики, знадобиться уміння спостерігати, порівнювати, проводити аналогії,  узагальнювати, робити висновки, відокремлювати істотні ознаки від другорядних, класифікувати предмети за ознаками, обґрунтовувати свої висновки. А виконувати ці дії означає вміти логічно міркувати. Можливо хтось спочатку просто вгадає відповідь, не біда. Як сказав Ж. Дьєдонне: «Те, що з першого разу хитрість, на третій стає методом».

Для 5 класу
 (
ЕЛЕКТРОЕНЕРГІЯ           Х
V
І
МАТЕМАТИК                   ?
)







Розв’язок. Розглянемо перший рядок завдання і проаналізуємо число, записане в римській системі. У слові «електроенергія» 14 букв. Справа у першому рядку це число записано римськими числами. Можна передбачити , що число, яке записане римськими цифрами, означає кількість букв  даного слова. У слові «математик» 9 букв . Записавши це число у римській системі, отримаємо невідоме. Відповідь: ІХ.

 (
                      
                         
                  ?
)










Розв’язок. Звернемо увагу  на перший рядок завдання. Число трикутників, зображених справа, дорівнює сумі останніх трикутників.  Природно передбачити , що шукане число – результат  додавання даних чисел.

Відповідь: .


 (
                                              ЧИСЕЛЬНИК, ДРІБ
        
  
                
МАТЕМАИКА, ПРОГРЕС
    ?  
)








Розв’язок. Розглянемо верхній рядок завдання . Число  належить  даному набору чисел. Вияснимо, як воно утворилося. У слові дріб 4 букви, у слові чисельник 9 букв. З цього слідує, що чисельник даного дробу – кількість букв другого слова, а знаменник – кількість букв першого слова. Нижня частина рисунка складається з слів математика і прогрес. У слові прогрес -7 букв, у слові математика  - 10 букв. З чого можна зробити висновок, , що з даного набору чисел потрібно вибрати дріб    Відповідь:
 (
                 
520, 470, 809,20
1                                   ?                                  
)










Розв’язок. Розглянемо перший рядок завдання. З кіл, розділених на 3, 2 та 4 частини, вибрало коло, розділене на 3 частини. З цього слідує, що з даних чисел природно вибрати те, яке ділиться на 3.    Відповідь : 201.

Для 6 класу
Знайти невідомі числа

 (
                        
15
                                                  ?
)








Розв’язок. У першому рядку зображена зірочка, а поряд та сама зірочка, тільки розрізана на промінці. У другому рядку,зображено число 15. Тоді по аналогії з першим рисунком, записуємо справа один з можливих варіантів представлення числа 15 у вигляді суми.
Вставити пропущене слово.
 (
                 
                                          
ДЕЦИМЕТР                                         ?
)







Розв’язок. Дріб  , отримало в результаті скорочення дробу  . Думаючи за аналогією, у другому рядку  завдання, скорочуємо слово «дециметр». Відповідь: дм.


Розв’язати анаграми та виключити зайве слово.

 (
АБОД, 
  
КЕСУНАД, 
  
РЕТМ,
  
ЛИНАХВИ
)






Розв’язок.  Складемо відповідні слова: доба, секунда, метр, хвилина. Зайве слово – метр, так як останні слова означають одиниці часу.
Вставити пропущене число

 (
                
8
х-1=2                                 3х+5=17 
              8-5х=6                   
        2х-4=6    
)[image: ]









Розв’язок. Розглянемо перший рядок завдання. Корені даних рівнянь дорівнюють  і 4 . Добуток отриманих коренів дає дріб, записаний всередині прямокутника. Корені рівнянь, записаних у другому рядку дорівнюють  і 5.
Відповідь: у другий внутрішній прямокутник потрібно записати число 2.
ЗАДАЧІ

1. Пасли два хлопці поросят, і один каже другому: «Дай мені одне порося , то в нас буде порівну.» А другий каже: «Дай мені одного, то у мене буде якраз удвічі більше, як у тебе». По скільки у хлопців було поросят?( 5 і 7)
2. П’ять, п’ятнадцять, без двох двадцять, семеро, троє, ще й малих дітей двоє. Скільки всіх? 
3. Маса коробки з цукерками 550г. Коли половину цукерок з’їли, маса коробки стала 300г.Яка маса порожньої коробки? (50г)
4. У школі 400 учнів. Обов’язково знайдеться місяць, у якому народилося  не менше, ніж ….(34 учня)
5. Яке найменше число послідовних двоцифрових чисел треба написати, щоб два з них  приділення на сім давали однакові остачі? (8)
6. Два робітники викопують 2 м канави  за 2 години. Скільки робітників викопають за 5 годин 5 м канави? (2)
7. У скільки разів сходи на 6-й поверх будинку довші ві сходів на 2-й поверх? (у 5)
8. У темній кімнаті стоїть 5 пар однакових черевиків. Яке мінімальне число черевиків потрібно взяти навмання , щоб серед них була одна пара? (6)
9. Бідон з молоком важить 32 кг, а  бідон без молока  -2 кг. Скільки важить бідон, заповнений молоком наполовину? (17)
10. Яке найбільше число тижнів може бути у році?  (53)
11. Моя зупинка трамвая сьома від одного кінця маршруту, і дванадцята – від іншого. Скільки всього зупинок на цьому маршруті? (18)
12. Як сорок п’ять горіхів розкласти на дев’ять тарілок так, щоб у кожній була різна кількість горіхів? (1,2,3,…9)
13. Летіли гуси, а назустріч одна: «Добридень, сто гусей!» - каже. «Нас не сто, а щоб було сто, треба іще стільки, та півстільки, чверть скільки і ти одна». Скільки летіло гусей? (36 гусей)
14. Сто кіп собак, скільки в них лап? (24000)
15. У хлопчика стільки ж сестер, скільки й братів, а у його сестри сестер удвоє менше, ніж братів. Скільки в сім’ї сестер і братів?(три  сестри і чотири брати)
16. Ішло сім сестриць, несло сім палиць, на кожній палиці по сім сучків, на кожному сучку по сім торбин, у кожній торбині по сім  Скільки всього паляниць?( Ця знаменита задача була вміщена ще в давньоєгипетському папірусі, який писав Ахмес.  Розв’язання її зводиться до обчислення п’ятого члена геометричної прогресії 7,72,73,74,75.  Усіх паляниць 75=16807.)
17. Стоїть стовп, а на стовпі сорок  кілець, до кожного кільця прив’язано сорок кобил, у кожної кобили сорок лошат. Скільки всього лошат? (лошат 64000)
18. Дуже давно на Сході жив чоловік, який  вмираючи, залишив своїм трьом синам 17 верблюдів. Ін. заповів старшому синові половину, середньому – третину, молодшому – дев’яту частину. Не знайшовши розв’язання самостійно ( адже задача у цілих верблюдах розв’язку не має), брати звернулися до мудреця.
О, мудрий!- сказав старший брат. – Батько залишив нам 17 верблюдів і велів розділити між собою таким чином….Але 17 не ділиться ні на 2, ні на 3, ні на 9. Чи зможеш ти, о вельможний, допомогти нашій біді, бо ми хочемо виконати волю батька?
Нема нічого простішого, - відповів мудрець, якщо до 17 ваших чудових приєднати ще й мого старенького верблюда. Ось слухайте.
Брати слухали і дякували мудрецю, який задовольнив всі умови батьківського заповіту і не випадково, замість свого старенького , сів, щоб їхати далі на найкращого з верблюдів.

Розв’язок:

Як розділив мудрець спадщину? (Батько склав заповіт непередбачливо: сума частин 1/2 +1/3+1/9 становить не одиницю, а 17/18. Точне виконання заповіту, якщо не рахуватися з вимогами доцільності і практичної реалізації, передбачає передачу  старшому синові 17/2 верблюда, середньому 17/3, а молодшому 17/9, що становить 289/18=16цілих і 1/18, а 17/18 від одного верблюда залишаються поза розподілом. Мудрець підмінив умови заповіту, приєднавши до спадщини свого верблюда. Тоді старший отримав 9, середній - 6, а молодший - 2. Але такий розв’язок не є точною реалізацією заповіту, а лише доцільним наближенням до вимоги. Брати фактично отримали старший більше на 1/2 верблюда, середній на 1/3, а молодший – на 1/9 верблюда, ці надбавки вичерпували 17/18 верблюда, які, згідно із заповітом,  залишилися поза розподілом).



















Вставте пропущені числа, слова


 (
     
?
)











Відповідь:  - різниці чисел, розташованих у протилежних сторонах квадрата рівні.

 (
           
)[image: ]










Відповідь: 3 – число відрізків, зображених на рисунку

 (
3х-1=х+3
5х+1
)



 (
7
х-1=х+
5
9
х
-3
)





Відповідь:6. Значення виразу 9х-3, де х – корінь рівняння




 (
9,541
  
9,501
  9,51
?
) (
7,364
  7,392
  
7,356
7,4
) (
7,4
) (
7,364
  7,392
  
7,356
) (
7,364
  7,392
  
7,356
)

 (
7,4
) (
7,4
)






Відповідь :  9,5


 (
ПЛАТО              (ТАНК)           ОКУНЬ
ВЕРБА                (. . . . )             АТЛАС           
)




Відповідь: БРАТ

 (
                                          
5х +11= х+27          Г
АБВГДЕ
                                          3Х-7=8                     ?      
)






Відповідь: Д- п’ята буква, 5 – корінь рівняння.

Розв’язати анаграму і виключити зайве слово 
 (
МАПЯР,  МЬНІОРП, ЖИДВОАН,  РІЗДОІВК
)



Відповідь: довжина.

 (
                
               
                                      ?
)







Відповідь: 1/3 – відношення кількості зафарбованих до загальної кількості.
 (
             4
) (
             4
)
 (
            
?
) (
             4
)











 (
                                           
                       ,                           ?     
)







Відповідь:  - відношення кількості сторін многокутників.

 (
                                     
210
                                                                 ?
)

 (
Х+2=5
701
256
6101
210
)
 (
6022
) (
514
) (
726
) (
312
)
 (
13-2х=5
)







Відповідь: 312 (останні числа не діляться на корінь даного рівняння,  на 4)
 (
   
0,2             
            
     
           
            ?
)







Відповідь:  - об’єм куба, довжина ребра якого .
 (
   5х-2=-2х-1                                      3х+4=25
   8-4х=х-17                                       6х+3=х+4
   8-х=6                                                2х-5=?      
)





Відповідь: -4 (корені рівнянь, записаних зліва і справа взаємно обернені числа) 

 (
   ?
) (
   1
) (
   1
)














Відповідь: 2
 (
                                                                        
a-3b
             
                                                                                                            -8
                                                    
2a-b                      
?
          
)








Відповідь: число 4 , зображене на числовій осі.


Записати пропущену нерівність

 (
                        0,42
<
х
<
0,43
                                ?
)






МАТЕМАТИЧНІ СОФІЗМИ
Софізмом називається  умисне помилковий висновок, який має видимість правильного. Яким би не був софізм, він обов’язково містить одну, або декілька замаскованих помилок. Чим же корисні софізми для тих, хто вивчає математику? Розбір софізмів перш за все розвиває логічне мислення, тобто прививає навички правильного мислення. Знайти помилку у софізмі, значить усвідомити її, а усвідомлення помилки попереджає її повторення у інших математичних міркуваннях. Розбір софізмів допомагає свідомому засвоєнню математичного матеріалу, розвиває спостережливість, критичне мислення.

Софізми:

1. 4 грн.=40000 коп. Візьмемо правильну рівність: 2грн.=200коп. і піднесемо його частинами до квадрату. Ми отримаємо                            4 грн.=40000коп. У чому помилка?

2. 5=6. Спробуємо довести, що 5=6. З цією метою візьмемо математичну тотожність35+10-45=42+12-54. Винесемо спільні множники у лівій і правій частині за дужки. Отримаємо: 5(7+2-9)=6(7+2-9). Розділимо обидві частини рівності на спільний множник, що в дужках. Отримаємо 5=6. У чому помилка?

3. 2х2=5. Найдіть помилку у наступних міркуваннях. Маємо числову рівність (правильну):   4:4=5:5. Винесемо за дужки у кожній частині спільний множник. Отримаємо 4(1:1)=5(1:1). Числа у дужках рівні, тому 4=5, або 2х2=5.

4. 5=1. Бажаючи довести, що 5=1, будемо міркувати так. Від чисел 5 і 1 віднімемо одне й те ж число 3. Отримаємо числа 2 та -2. При піднесенні до квадрату цих чисел отримуємо рівні числа 4 та 4. Значить однаковими повинні бути і взяті на початку числа 5 та 1. Де помилка?

5. 2=3. Маємо 4-10=9-15,   4-10+6= 9-15+6, піднесемо обидві частини до квадрату (2-)2= (3- )2,   2-= 3- і остаточно 2=3. У чому помилка?

6. 4=5. Де допущена помилка у ланцюжку міркувань?
16-36=25-45,  16-36+20=  25-45 + 20,  (4- )2= (5- )2, 4- = 5- , 4=5.



РОЗДІЛ    ІІ

ЯК РОЗВ’ЯЗУВАТИ ЗАДАЧУ
Основна робота для розвитку логічного мислення повинна вестися із задачею. Адже в будь-якій задачі закладені великі можливості для розвитку математичного мислення. Іноді  у дітей виникає цілком природне питання: «Як розв’язувати задачу?  З чого почати?». Далі будуть приведені прості поради (що взяті з книги Д. Пойа «Как решать задачу»), які викладені  можливо не зовсім  «математичною» мовою, але тим паче, є не менш цінними для розв’язування задач, які потребують роботи думки, постійного пошуку і напруження розуму.  

Ми знайомимося із задачею
З чого мені почати?Почніть з умови задачі.
Що я можу зробити?Уявіть собі задачу, як єдине ціле, якомога ясніше і наочніше. Поки не заглиблюйтеся  в деталі.

Ми вникаємо у задачу
З чого мені почати? Почніть знову з умови. Почніть тоді, коли задача стала настільки ясною і настільки міцно відобразилася у вашій свідомості, що ви можете на деякий час не думати про неї без ризику забути її.
Що я можу зробити? Розділіть задачу на головні елементи. Вивчіть їх, розглядаючи поодинці, потім один  за одним, потім у різних ракурсах, зіставляючи кожен  елемент з іншими  та з усією задачею.
Чого я можу цим досягти? Ви зможете розібратися в елементах задачі, які потім будуть відігравати певну роль  при розв’язуванні.

Ми шукаємо плідну ідею 
З чого мені почати?Почніть з розгляду головних елементів.
Що я можу зробити?Розгляньте задачу з різних боків і знайдіть точки зіткнення з вашими попередньо набутими знаннями. Постарайтеся згадати, що допомагало вам у подібних випадках.
В чому може бути плідність ідеї?Така ідея вказує вам увесь шлях, або його частину ; вона більш менш ясно підказує вам, як потрібно діяти. Ідеї бувають більше, або менше повними. Вам пощастило, якщо у вас є хоча б яка-небудь ідея.
Що робити з неповною ідеєю?Потрібно її розглянути. Якщо вона справляє враження  корисної, вам необхідно розглянути її детально. Якщо здається, що на неї можна спиратися, ви повинні перевірити, як далеко ви можете просунутися з її допомогою і знову розглянути створену ситуацію. Ситуація змінилася завдяки тому, що тепер у вас є корисна ідея.
Чого я зможу цим досягти?Вам може поталанити, ви можете натрапити на нову ідею. Можливо, наступна приведе вас  прямо до розв’язку. Навіть, якщо поки вам не вдається  наштовхнутися на цінну ідею, ви повинні бути вдоволені тим, що приходите до більш повного, зв’язного сприйняття задачі.



Ми здійснюємо план
З чого мені почати?Починайте зі щасливої ідеї, яка привела вас до розв’язку. Починайте тоді, коли ви впевнені що міцно вхопили головну думку і почуваєте себе у змозі проаналізувати деталі,  які можуть вам знадобитися.
Що я можу зробити?Закріпіть свій успіх. Виконайте у всіх деталях ті алгебраїчні та геометричні дії, які ви попередньо визнали такими, які можна виконати. Впевніться у вірності кожного кроку. Якщо задача занадто складна, ви можете розрізняти «великі» і «малі» кроки, поділяючи кожен великий  на декілька малих. Перевіряйте спочатку великі кроки, а потім переходьте до малих.
Чого я можу цим досягти?Того, що у ваших руках опиниться рішення, кожен крок якого буде, без сумніву, вірним.

Озираємося назад
З чого почати?З розв’язку повного і вірного у кожній своїй деталі.
Що  я можу зробити?Розгляньте розв’язок з усіх боків і знайдіть точки зіткнення з вашими раніше набутими знаннями. Розгляньте деталі розв’язку, намагаючись максимально спростити їх; зверніть увагу на громіздкі частини розв’язку і спробуйте зробити їх коротшими; постарайтеся охопити увесь розв’язок єдиним поглядом. Намагайтеся покращити  малі та великі частини розв’язку і удосконалити весь розв’язок у цілому, зробивши його інтуїтивно ясним. Максимально детально розгляньте  метод, який  привів вас до правильного рішення, виясніть, що у ньому головне, чи можна застосувати його для розв’язування інших задач.  
Чого я зможу цим досягти? Ви зможете знайти нове, краще рішення, яке може виявити нові цікаві факти. У будь-якому разі, якщо  ви набудете досвіду у розгляді  та оцінці отриманих рішень, ви зможете поповнити свої знання  новими, що приведені у струнку систему, які готові до застосування  і безперечно розвинете свої здібності у розв’язуванні задач.
















АРИФМЕТИКА ЛИШКІВ
Для розв’язку наступних задач  потрібно знати арифметику, але не ту, яку вчимо у школі, а так звану «арифметику лишків» або «арифметику порівнянь». Саме так називається розділ серйозної математичної науки «теорії чисел», яку вивчають у курсі вищої математики. Розглянемо використання даної  арифметики на конкретних прикладах.

Задача 
У 2005 році 1 січня випало у  суботу. А яким днем тижня буде 1 січня 2010 року.

Розв’язок
Якби число днів за рік ділилося на 7, то 1 січня завжди випадало б у один і той же день, скажемо  на суботу, як у 2005 році. У  не високосному році  365 днів, поділивши 365 на 7 отримаємо  52 повних тижні і 1 день у залишку, отже відбудеться зсув на 1 день. 2006 рік почнеться у неділю, а 2007 у понеділок, 2008 у вівторок. Але у високосному 2008 році 366 днів. Поділивши 366 на 7, отримуємо 52 повних тижні і ще 2 дні в остачі, отже 2009 рік почнеться у четвер.   2010 рік почнеться у п’ятницю.
Існує велика кількість задач, у яких основну роль відіграє не частка від ділення , а остача. Для розв’язку саме таких задач  і була створена арифметика лишків.

Задачі

1. Не виконуючи звичайних обчислень, знайти остачу від ділення  на 7 наступної суми: 8+79+780+7781+77782+777783.
(Потрібно розглянути остачі від ділення на 7 кожного доданка, знайшовши їх суму, перевірити чи ділиться вона на 7)

2. Визначте яким днем тижня буде 1 січня 2020 року.

3. Василько сказав: «Позавчора мені було 10 років, а в наступному році виповниться 13.» Чи може таке бути? Відповідь обґрунтуйте.

4. Андрієві у цьому високосному році виповнилося 20 років, його день народження випав у вівторок, у який день тижня Андрій буде святкувати своє 30-річчя.

5. Веселе свято 1 Квітня - день сміху ми святкували у четвер 2010 року  у дружньому колі шестикласників.  У який день тижня ми будемо святкувати це свято  у випускному класі?




ПРИНЦИП ДІРІХЛЕ

При розв’язуванні задач на «доведення» часто буває корисним «принцип Діріхле». У самій простій і несерйозній формі його можна представити так: «Не можна посадити сім зайців  у три клітки таким чином, щоб у кожній клітці знаходилося не більше двох зайців». Дійсно, якщо  в кожній клітці не більше двох зайців, то всього зайців не більше, ніж 3х2=6, що суперечить умові.  Можна розв’язати багато задач, використовуючи цей принцип.

Наприклад.
У класі 30 учнів. Олесь Данько у диктанті з української мови допустив 13 помилок, а останні учні – менше. Довести , що принаймні 3 учня допустили помилок порівну (можливо вони не помилилися жодного разу).

Розв’язок
Тут «зайці» - учні, «клітки» - число допущених помилок. В клітку 0 посадимо тих учнів, які не помилилися, в 1 – тих, хто допустив  одну помилку, 2- дві  … і так до  13, куди попав один Олесь Данько. Тепер застосуємо принцип Діріхле (зверніть увагу, це дуже важливе місце). Доведемо твердження від супротивного. Припустимо ніякі три учня не допустили однакову кількість помилок, тобто в кожну з «кліток» 0,1,2,3….12 попало менше 3 школярів. Тоді в кожній «клітці» два школяра, або менше, а всього в цих 13 «клітках» не більше 2х13=26 учнів. Додавши до них Олеся Данька, все одно не отримаємо 30 учнів, а це суперечить умові задачі. З цього слідує – твердження задачі вірне, принаймні 3 учні допустили помилок порівну.

 Задачі на використання принципу  Діріхле

1. Із коробки, у якій 4 червоних і 3 синіх олівці навмання витягують олівці. Скільки потрібно  взяти олівців, щоб серед них було не менше одного синього.
2. У школі 370 учнів. Чи знайдуться у школі хоча б два учня, у яких день народження приходиться на один і той же день?
3. У кожного з п’яти хлопчиків  було не менше однієї кульки, а всього у них було 7 кульок. Чи може хто-небудь з них мати: а) 3 кульки; б)4 кульки.
4. Виберемо будь-яким способом 5 чоловік. Довести, що принаймні двоє з них мають однакове число знайомих серед  вибраних. 
5. Числа від 1 до 10 записали у рядок в довільному порядку і до кожного з них додали номер місця, на якому  знаходиться число. Довести, що принаймні у двох сум на кінці стоїть одна й та ж цифра.  
6. У першості з футболу приймають участь 10 команд. Кожні дві з них повинні зіграти між  собою один матч. Довести, що в любий момент змагань можна назвати дві команди, що зіграли однакову кількість матчів.
7. У хвойному лісі 800 000 ялинок і ні на одній з них  не більше 500 000 голочок. Довести, що принаймні у двох ялинок число голочок однакове.(Задача А.Н. Колмогорова).
8. На Землі живе більше  5 млрд. чоловік. Відомо, що серед них не більше 1% людей старші 100 років. Довести, що знайдеться дві людини, що народилися в одну й ту ж секунду.
9. У хлопчика 7 мідних монет. Довести, що у нього є принаймні три монети однакової  вартості. 
10. В одному домі живуть 13 учнів однієї школи . У цій школі 12 класів. Доведіть, що принаймні два учні у цьому домі  навчаються в одному класі.



Задачі на доведення від супротивного

1. Довести, що з натуральних чисел від 1 до 100 не можна вибрати 41 число таким чином, щоб їх сума дорівнювала сумі останніх чисел
2. Вітя сказав своєму другу  Колі : «  Я придумав приклад на ділення, в якому ділене , дільник, частка і остача закінчуються відповідно на 1,3,5,7» . Подумавши,  Коля  відповів: « Ти щось наплутав.»  Хто з друзів правий?

Задачі на доведення «по контра позиції»

Для розв’язування наступних задач  потрібно довести твердження, обернене даному ( замість А=В доводимо  В=А)

1. Доведіть, що якщо площа квадрата більше 49 см2, то довжина його сторони більше 7 см.
2. Для поздоровлення з 8 Березня Мишко купив у кіоску 7 однакових листівок. Ціну він не знав, але йому було відомо, що ціна однієї листівки не перевищує 10 грн. Отримавши зі 100грн. здачу 55 грн., він зауважив продавцеві, що  той помилився. Як розмірковував Мишко? 
3. Дев’ять чисел записані у вигляді таблиці з трьох рядків і трьох стовпчиків. Додавши числа першого рядка, учень отримав суму 818, другого – 819, третього – 917.Виконавши ті ж обчислення для стовпчиків він отримав суми – 185, 722,648. Чи вірні його обчислення?
  







ПОШУК ПРЕДМЕТА
Задача
У новому восьмиповерховому будинку два під’їзди.  На кожну площадку виходять двері чотирьох квартир. Яку мінімальну кількість питань, на які можна отримати  відповіді  «так», або «ні» треба задати, щоб відгадати номер квартири людини, що проживає в цьому будинку?
Розв’язок:
Всього у домі 64 квартири, відповідно перші 32 у першому під’їзді і квартири з 33 по 64 у другому під’їзді. Отже першим питанням :«Квартира у першому під’їзді?» ми відразу зменшуємо область пошуку у два рази. Друге питання  : «Квартира знаходиться нижче 5 поверху?» ми знову зменшуємо область пошуку удвічі. Питаннями, які задаються далі ми знову намагаємося зменшити область пошуку удвічі. Якщо виявиться що відповідь на друге питання «так», то наступне питання буде: «А чи знаходиться квартира нижче третього поверху?», а якщо відповідь на запитання буде «ні», то : «Квартира нижче сьомого поверху?». Коли визначимо номер поверху тоді, вибираючи з чотирьох можливих квартир знову задаємо питання, які зменшують область пошуку удвічі. Таким чином для того, щоб визначити номер квартири у цьому будинку потрібно задати не менше 6 питань.

Виникає питання, як розв’язувати задачу , якщо було б не 64 квартири, а припустимо 63, тобто непарне число. У такому випадку  потрібно намагатися  ділити на такі частини, які по числу квартир якомога мало відрізняються одна від одної. 

Задачі  

1. Маємо 26 однакових з виду монет . Серед них є одна фальшива, вона легша останніх. Є шалькові терези . Потрібно за найменше число зважувань знайти фальшиву монету. (Достатньо трьох зважувань . У даній задачі, на відміну від задачі, яку розглянуто у прикладі  число «підозрілих» монет потрібно намагатися зменшити не у два , а у три рази, адже у кожного зважування три можливих результати: ліва шалька переважила, права шалька переважила, шальки урівноважилися)


2. Ви хочете дізнатися номер мого телефону, задаючи питання, на які я буду відповідати «так», або «ні». Придумайте спосіб, гарантуючий успіх за найменшу кількість питань. Вважати , що телефонний номер складається з п’яти цифр.(17 питань. Вважаючи, що існує 105 варіантів. Першим може бути питання: «Ваш номер більше 50000?»)




ЗАДАЧІ НА ПЕРЕЛИВАННЯ

Задачі на переливання пов’язують з ім’ям французького математика, фізика і механіка Симеона Дені Пуасона, тому , що саме задача такого типу визначила подальший шлях цієї людини і подарувала світу прекрасного вченого.
1. Задача Пуасона
Дехто має 12 пінт вина і хоче подарувати з нього половину, але у нього немає ємкості у 6 пінт, у нього є дві ємкості  у 8 та у 5 пінт.  Яким чином налити шість пінт у ємкість 8 пінт. Розв’язати задачу з найменшою кількістю переливань.
Розв’яжемо спочатку більш прості задачі, тоді досить легко буде розв’язати задачу Пуасона.
Задача
2. У нас є дві посудини – трилітрова і п’ятилітрова. Потрібно, користуючись цими посудинами, отримати один літр води.
Розв’язок 
Цю задачу можна розв’язати усно . Наповнимо трилітрову посудину , переллємо з нього у п’ятилітрову посудину. Знову наповнимо трилітровий і будемо переливати у п’ятилітровий, до тих пір, поки він не стане повним, при цьому у трилітровій посудині залишиться  один літр.
3. В умові попередньої задачі отримати 2л, 3л, 4л, 5л, 6л, 7л, 8л. 
Ось один з можливих розв’язків:
Найлегще отримати 3,5,8 літрів. Для цього достатньо наповнити одну посудину, або дві.Щоб отримати 2 літри, треба наповнити 5 л посудину, а потім відлити 3л у трилітрову. Якщо тепер трилітрову спорожнити і перелити туди 2 літри з великої посудини і набрати повністю другу посудину, то будемо мати 7л.При цьому в малій посудині є ще місце для 1 літра. Переллємо туди  воду з великої посудини. Тоді у великій посудині залишиться 4 літри. Відмірити 6 літрів зовсім просто: наповнимо малу посудину , переллємо воду у велику, потім знову наповнимо малу посудину.
 Багато задач на переливання рідин можуть розв’язуватися  з кінця. Є також дуже цікавий прийом розв’язку таких задач  за допомогою  «розумної» більярдної кульки. Цей метод описаний у книзі відомого математика Я.М.Перельмана   «Занимательная геометрия».

4. Маємо 10 літровий бідон , наповнений керосином. Маємо ще два порожніх бідони 7л та 2л . Як розлити керосин у два бідони по 5 л.?
5. Як маючи дві посудини ємкістю 5л та 9л набрати з водоймища 3 л води?
6. Маємо дві посудини . Ємкість однієї з них 9л, а другої 4л. Як за допомогою цих посудин  набрати з бака 6л деякої рідини? (Рідину можна зливати в бак).
7. Маємо три посудини ємкістю 8л, 5л, 3л. Перший з них наповнений водою. Як розлити воду у дві з цих посудин, щоб у кожній з них було по 4л.?
8. Як користуючись посудинами 7л та 12л  отримати 1л?
КОЛА  ЕЙЛЕРА

Один з найвидатніших математиків  академік Леонард Ейлер за своє довге життя  написав більше 850 наукових робіт. В одній з цих робіт і з’явилися «кола». Ейлер писав, що «саме вони дуже підходять для того, щоб полегшити  наші роздуми під час розв’язування цілого класу однотипних задач». Розглянемо на прикладі застосування кіл Ейлера.

Задача
У класі 35 учнів. З них 20 займаються у математичному гуртку, 11 – у біологічному, 10 учнів – не відвідують ці гуртки. Скільки біологів захоплюються математикою?
Розв’язок
Зобразимо ці кола:
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Можемо, наприклад,накреслити на шкільному подвір’ї  велике коло, а в ньому два менших, як показано на малюнку. У ліве коло, позначене буковою М, помістимо усіх математиків, а у праве, позначене буквою Б, усіх біологів. Очевидно, що у спільній частині кіл, яку можна позначити буквами МБ, опиняться ті самі математики-біологи, які нас цікавлять. Останніх школярів, а їх 10, попросимо не покидати зовнішнього кола, самого великого. Тепер порахуємо: всього усередині  великого кола 35 школярів, усередині двох менших 35-10=25.  У середині «математичного» кола М знаходяться 20 учнів, значить, у тій частині «біологічного» кола, яка розташована поза колом М , знаходяться 25-20=5 біологів, які не відвідують  математичний гурток. Останні біологи, а їх 11-5=6 чоловік, знаходяться у спільній частині кіл М і Б. Таким чином, 6 біологів захоплюються математикою. 
Доцільно розв’язувати спочатку більш прості задачі, щоб учні відпрацювали методику застосування  кіл Ейлера, а згодом можна перейти до складніших задач.  
Задачі , які розв’язуються за допомогою кіл Ейлера
1. Соня поклала до коробки 4 зелених круга, 6 трикутників, і 3 червоних многокутника, всього 11 фігур. Скільки червоних трикутників положила Соня?   (2)

2. У зоопарку живуть 30 мавп. 10 з них беруть у відвідувачів цукерки, 15- печиво, а 9 – не беруть нічого. Скільки мавп беруть у відвідувачів цукерки і печиво?  Тільки печиво?  (4,11)

3. До Ані на день народження прийшли 10 друзів. 5 з них полюбляють цукерки «Лілія», 5- іриски, 6- льодяники. Відомо, що тільки один  чоловік з 10 любить льодяники  і іриски. Скільки друзів люблять тільки «Лілію» і льодяники; тільки «Лілію» і іриски, якщо кожен з друзів любить хоча б один сорт цукерок? (можливі три випадки)

4. На одній вулиці проживають 40 сусідів. 12 з них увечері п’ють чай, 28 – дивляться телевізор, а 5- не роблять ні того, ні другого, так як рано лягають спати. Скільки сусідів увечері п’ють чай, дивлячись телевізор? (5)

5. У таборі відпочинку 70  дітей. З них 27 займаються у драматичному гуртку, 32 співають у хорі, 22 захоплюються спортом. У драматичному гуртку 10 дітей з хору, у хорі 6 спортсменів, у драматичному гуртку  8 спортсменів, 3 спортсмени відвідують і гурток і хор. Скільки дітей не співають у хорі, не захоплюються спортом і не відвідують драматичний гурток? (10)

6. У класі 38 учнів. З них 16 грають у баскетбол, 17 – у хокей, 18 – у волейбол. Захоплюються двома видами спорту – баскетболом і хокеєм -4, баскетболом і волейболом – 3, волейболом і хокеєм – 5.троє не захоплюються ні баскетболом, ні хокеєм, ні волейболом. Скільки учнів захоплюються одночасно трьома видами спорту? Скільки учнів захоплюються лише одним із цих видів спорту? (2,21)

7. Задача про килими. Підлога площею 12 м2 покрита трьома килимами: площа одного килима 5 м2 , другого – 4 м2 , а третього – 3 м2. Кожні два килими перекриваються на площі 1,5 м2, причому 0,5м2 із цих півтора квадратних метрів приходяться на ділянку підлоги, де перекриваються усі три килима. Яка площа підлоги, не покрита килимами? Яка площа ділянки, покритої тільки одним першим килимом? (4м2; 2,5м2)


ГРАФИ
Теорію графів  простіше всього показати на прикладі.
Задача
У першості класу з настільного тенісу 6 учасників: Андрій, Борис, Віктор, Галина, Дмитро й Олена. Першість проводиться за круговою системою – кожен з учасників грає з кожним з останніх один раз. До теперішнього моменту  деякі ігри вже відбулися: Андрій зіграв з Борисом, Галиною і Оленою; Борис, як уже було сказано, з Андрієм і ще з Галиною; Віктор - з Галиною, Дмитром і Оленою, Галина – з Андрієм і Борисом; Дмитро – з Віктором і Олена – з Андрієм і Віктором. Скільки ігор проведено до теперішнього моменту і скільки ще залишилося провести?
Розв’язок:
Зобразимо  початкові дані задачі у вигляді схеми:
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                                Рисунок 1

Учасників зобразимо точками Андрія (А), Бориса (Б) і так далі. Якщо два учасника першості вже зіграли між собою, то будемо сполучати точки, що зображають даних учасників. В результаті отримуємо схему, зображену на рисунку 1. Такі схеми називаються графами, точки А, Б, В, Г, Д, О називаються вершинами графа, відрізки, що їх сполучають ребрами графа. Зверніть увагу на те, що точки перетину ребер графа не є  його вершинами. Ребра частіш за все зручніше зображати  не прямими відрізками, а криволінійними дугами.
Повертаємося до розв’язування задачі. Число ігор, проведених до теперішнього часу , дорівнює кількості ребер графа, тобто 7. Щоб знайти кількість ігор, які залишилося провести, побудуємо ще один граф з тими самими вершинами, але ребрами будемо сполучати  тих учасників, які ще е грали між собою (рисунок 2).
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Рисунок 2

Ребер у цього графа виявилося 8, отже залишилося провести 8 ігор.
Графами ми користуємося доволі часто. Наприклад схеми залізничних колій, вершини і ребра стереометричних фігур (  піраміди, призми) також утворюють граф. До розв’язку цієї і багатьох інших задач  можна прийти суто логічним шляхом, але графи надали цим задачам наочність, спростили розв’язок.
Аналогічним способом можна розв’язати наступні  задачі, які на перший погляд, зовсім не схожі одна на одну.
Задачі
1.  (
  
B
)Жителі п’яти будинків посварилися один з одним і, щоб не зустрічатися біля криниць, вирішили поділити криниці так, щоб господар кожного будинку ходив до «своєї» криниці «своєю» стежиною. Чи вдасться їм це зробити? 
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                  Рисунок 3
2. У п’яти кошиках лежать яблука п’яти різних сортів. Яблука першого сорту  лежать в кошиках Г і Д; яблука другого сорту – у кошиках А, Б, Г; у кошиках А, Б, В також є яблука п’ятого сорту ,  в кошику В до того ж  є яблука четвертого сорту , а у кошику  Д – третього. Потрібно кожному кошику дати номер, але так, щоб у кошику №1 були яблука першого сорту (хоча б одне), у кошику №2 – другого і так далі.
3. У шкільному драматичному гуртку вирішили поставити п’єсу Гоголя «Ревізор». І тут почалася сварка.
· Ляпкіним-Тяпкіним буду я!-рішуче заявив Гена.
· Ні, я буду Ляпкіним-Тяпкіним, мені завжди хотілося зіграти саме цю роль,-заперечив Діма.
· Ну, гаразд, я згоден поступитися тобі цією роллю, якщо мені дадуть зіграти Хлєстакова, - проявив великодушність Гена.
· А мені Йосипа, - не поступився у великодушності Діма.
· Хочу бути Земляникою, або Городничим, - сказав Вова.
· Ні, городничих буду я, хором закричали  Сашко і Борис, Або Хлєстаковим , - додали вони одночасно.
Чи вдасться керівнику гуртка розподілити ролі таким чином, щоб виконавці були вдоволеними ( у задачі не питають чи будуть вдоволеними глядачі)
Наступні задачі розв’язують за допомогою поняття «ейлеревого» графа.
4. Не відриваючи олівця від паперу  і не проводячи ні по якому ребру двічі, намалювати граф, зображений  на рисунку 4. Пронумерувати ребра у тій послідовності, у якій ви їх проходили.
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Рисунок  4
Обговорення  цієї і подібних задач.
Якщо обхід графа, який вимагається в умові існує, то всі вершини розбиваються на дві категорії: вершини, у яких починається, або закінчується обхід – таких вершин може бути не більше двох,   і всі інші вершини. У кожній з вершин другої категорії повинна сходитися парна кількість ребер. Кожному ребру, що входить повинно відповідати ребро, що виходить, щоб ми могли «відвідати» вершину і повернутися назад  різними шляхами. Значить вершини, у яких сходиться непарна кількість ребер «годяться» лише для того, щоб слугувати початковою, або кінцевою точкою обходу. Якщо в кожній вершині зв’язного графа сходиться парна кількість ребер, то такий граф називається «ейлеровим». Любий ейлерів граф допускає певний замкнутий обхід, що проходить по кожному ребру лише один раз. Це зауваження значно полегшує розв’язок задачі. 
Між іншим ми довели, що неможливо накреслити граф за умовою задачі, якщо у нього більш ніж дві вершини непарної кратності (кратністю вершини називають кількість ребер, що сходяться у цій вершині). Досить просто вказати примірний обхід  вказаного графа, знаючи , яка вершина може бути початковою і кінцевою.
5. Муха попала у банку з-під джему. Банка має форму куба. Чи зможу муха послідовно обійти всі 12 ребер куба , не проходячи двічі по одному ребру? Підстрибувати і перелітати з місця на місце неможна.
6. Довести, що серед довільних шести людей знайдуться або троє, один з одним знайомих, або троє один з одним не знайомих.
Якщо ця задача виявиться занадто важкою, розв’яжіть спочатку задачу №7
7. Кожна вершина правильного шестикутника сполучена з кожною з останніх вершин червоним або синім відрізком. Довести, що завжди  знайдеться трикутник із сторонами однакового кольору.(Підказка. З першої вершини виходять п’ять відрізків. З них хоча б три одного кольору. Розгляньте ці відрізки. Попередня задача №6 зводиться до задачі №7. Поставте у відповідність кожній людині вершину шестикутника і сполучайте їх лініями визначеного кольору, наприклад, знайомі-червоним, незнайомі – синім. Таким чином задача №7 зовсім стає схожою на задачу №7).




























ЯК ТРЕБА ГРАТИ, ЩОБ НЕ ПРОГРАВАТИ
 (ВИГРАШНА СТРАТЕГІЯ)

Спосіб гри, який забезпечує виграш одному з партнерів у будь-якому випадку , якби не грав його суперник, називається  виграшним. Виграшна стратегія – це і є той секрет успіху, «ключ до перемоги», маючи який ви можете виграти  у будь-якого,  на скільки завгодно сильного суперника. Мета розв’язку таких задач – навчитися знаходити цей ключ  у різних іграх.

Задача «Хто першим назве число 100».
Грають двоє. Один називає будь-яке ціле число від 1 до 9 включно. Другий додає до названого числа будь-яке ціле у діапазоні від 1 до 9, яке йому сподобається, і називає суму. До цієї суми перший знову додає будь-яке ціле від 1 до 9 і називає суму. Виграє той, хто першим назве число 100.
Розв’язок
У цій грі гравець, який починає (перший) завжди програє, якщо тільки другий буде грати вірно. Неважко визначити стратегію гри  другого гравця, яка забезпечить йому перемогу: «Додавай  таке число, щоб отримана сума була кратною числу 10.» Якщо, наприклад, перший назвав 4, другий додасть 6 і назве суму 10. Якщо перший додасть 9 і назве суму 19, другий додасть 1 і назве суму 20. Зрозуміло, що якщо перший помилиться хоча б один раз то цією стратегією скористається другий , що буде гарантувати йому виграш. 
Задача «Постав на 0»
Візьмемо полоску паперу у клітинку і занумеруємо клітинки числами 0,1,2,3…14, як показано на рисунку 5. На одній з 15 клітинок стоїть фішка. Два гравці по черзі пересувають фішку вліво на одну, дві, три, чотири клітинки. Програє той, кому нікуди ходити (значить виграє той, хто поставив фішку на 0). При якому початковому положенні фішки виграє той гравець, який починає, а при якому його партнер?
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                                                  Рисунок 5
Розв’язок
Перш за все домовимося : 1)початкові положення фішки, при яких починаючий гравець виграє, називати виграшними  і відповідні клітинки позначати знаком плюс; 2) останні клітинки для того, хто починає вважати програшними і відповідно відмічати мінусами.
Розставляти плюси і мінуси  почнемо з кінця – з клітинки 0. У цій клітинці ставимо мінус – якщо фішка стоїть на нулі, починаючому ходити нікуди. Клітинки 1,2,3,4 відмічаємо плюсами – якщо фішка стоїть на цих клітинках, починаючий одним ходом виграє, ставлячи фішку на клітинку 0.
Розглянемо тепер клітинку 5 . Якщо фішка стоїть у цій клітинці, то який би хід не зробив починаючий, фішка після його ходу  опиниться у клітинках 1,2,3,4. Його партнер піде на 0 і виграє. Значить клітинка 5 програшна ( для того, хто повинен з неї ходити), і ми відмітимо її знаком мінус. Клітинки 6,7,8 і 9 – виграшні : починаючий може пересунути фішку на клітинку з номером 5 і тим самим поставити свого суперника у програшне положення. Точно з таких же припущень клітинка 10 програшна: з неї починаючий може попасти  лише в клітинки 6,7,8 і 9 , виграшні для суперника; клітинки 11,12,13 і 14 – виграшні, клітинка 15 – програшна.
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                                              Рисунок  6

Очевидно, що починаючий у будь-якому випадку виграє, якщо кожного разу буде  ставити  фішку на клітинку з номером, який ділиться на 5. Він може це зробити, якщо з початку фішка стоїть на клітинці з номером, який не кратний числу 5. Інакше тією ж стратегією може скористатися ваш суперник.
Аналогічна задача
Умови гри ті самі, що і в грі «Постав на нуль», але пересувати фішку можна лише:
1. На 2 або 5 клітинок.
2. На 1, 2 , або 4 клітинки.
3. На 2, 4 або 7 клітинок.
Завдання розставити плюси і мінуси  у кожній з трьох ігор.

Гра «Останній камінець»

Із кучі каміння двоє гравців беруть 1, 2, 3, або 4 камінця (кожного разу стільки кому подобається, але не менше 1 і не більше 4). Виграє той, хто візьме останній камінець. При якій початковій кількості камінців виграє той, хто починає, а при якій кількості виграє його партнер? Замість камінців можна брати ґудзики, олівці, гумки і так далі.
(Для розв’язку цієї задачі користуємося стратегією попередньої задачі. Такі ігри прийнято називати  ізоморфними,тобто такими, які відрізняються одна від одної тільки ззовні. )










ЗАДАЧІ НА ПЕРСТАНОВКУ ЧЛЕНІВ ВИРАЗУ 
(ІНВЕРСІЮ)
Задача 1
У відомого російського художника Богданова-Бєльського є картина, яка зображає учнів, що зайняті усним рахунком. У класі біля дошки сидить вчитель, а біля нього  стоять учні, зайняті усним розв’язком складного прикладу. Учні зосереджені і зайняті розумовою працею, бо приклад насправді важкий і цікавий:


 
Розв’язок
Шукане  число дорівнює


Задача 2
Знайдіть простий прийом обчислення і скористайтеся ним для знаходження суми:


Розв’язок
Перепишіть суму у такому вигляді:


3.Обчисліть :

    1+3+5+7+9+…+99

4.До цієї задачі можна додати задачу, яку розв’язав Гаус у юному віці

     Обчислити:

       1+2+3+…..+99+100

5. Обчислити:

      99+95+91+….+7+3-1-5-…-89-93-97




ГУМОРИСТИЧНІ ЗАДАЧІ
 
Після неповного переліку розвиваючих задач  наведемо декілька жартівливих, присутність яких на уроці також необхідна. Більшість з цих задач взяті із «Забавной  арифметики» (1910р.)
1. Два хлопчика – Коля та Петрик пішли до магазину. По дорозі вони знайшли дві копійки. Скільки б грошей знайшов один Коля , якщо б він пішов до магазину сам?
2. Йшла тітка до Москви і зустріла трьох дядьків. Кожен з них ніс по мішку, у кожнім мішку по коту. Скільки живих істот направлялись  у Москву?
3. Довжина колоди п’ять аршинів. За одну хвилину  від цієї колоди  відпилюють по одному аршину. За скільки хвилин буде розпиляна вся колода?
4. У кімнаті чотири кути. У кожному куті сидить кішка. Напроти кожної кішки  сидять по три кішки. Скільки кішок усього в кімнаті?
5. Летіло стадо гусей:один гусак попереду, а два позаду; один позаду і два попереду; один між двома і три у ряд. Скільки гусей було  всього?
6. У кошику 4 яблука. Розділи їх між чотирма дітьми так, щоб кожен отримав по яблуку і одне залишилося у кошику ( одному потрібно дати яблуко разом з кошиком).
7. Два батька і два сини з’їли три  яблука, причому кожному з них дісталося по цілому яблуку. Як це могло статися? (Дід, батько, онук).
8. Скільки кінців у чотирьох палок? У п’яти? А у п’яти  з половиною?
9. Число 66 моментально збільшіть на половину.
10. Число 666 моментально збільшіть у півтора рази.
11. Як поділити 188 на дві рівні частини, щоб у кожній з них отримали 100.
12. Які тризначні числа при перевертанні не змінюються?
Ось приклад декількох задач, які  вимагають знання римських цифр і чисел, утворених за х допомогою.
13. Як з двох сірників зробити десять, не ламаючи їх.
14. Як з трьох сірників зробити шість , не ламаючи їх.
15. Як з чотирьох сірників зробити сім?
16. Розділіть число дванадцять на дві рівних частини так, щоб половиною цього числа було сім.
17. «Баллада ретроградной улитки» задача Едуарда Люка з його «Математичних розваг»(1883р)
У один недільний ранок, рівно о 6 годині, гусениця задумала покорити вершину дерева висотою у 12 футів. За день вона встигла піднятися на 4 фути, а вночі, заснувши,  зсунулася на 3 фути. Коли гусениця досягне вершини?
Декілька іще смішніших задач, які допоможуть зняти напругу під час вивчення складних тем, розрядити складну ситуацію в класі, підняти настрій, героями цих задач можна зробити учнів класу. Дійсно має почуття гумору той, хто вміє посміятися над собою.
18. Маша у два рази розумніша за Сашу. Саша утричі розумніший Каті. У скільки разів Катя недолугіша  від Маші?
19. В спеціальний ящик  можна укласти 68 курячих яєць. Якщо їх втоптувати ногами, то поміститься у 100 разів більше. Скільки втоптаних ногами курячих яєць можна укласти у три таких ящика?
20. Одне яйце варять 5 хвилин, скільки часу потрібно, щоб зварити 3 яйця?
21. Виховуючи свого сина двієчника, тато зношує за рік по два ремені. Скільки ременів зносив тато за 8 класів, якщо відомо, що у п’ятому класі його син двічі залишався на другий рік?
22. Припустимо твій кращий друг штовхнув тебе 9 раз, а ти його тільки 3.Скільки разів ти повинен штовхнути свого кращого друга, щоб справедливість була встановлена.
23. Хто виявиться важчим після вечері: перший людожер, який мав вагу до вечері 48 кілограм і на вечерю з’їв другого людожера, чи другий, який важив до вечері 52 кг і з’їв на вечерю першого.
24. Півень стоїть на одній нозі і важить 5 кг. Скільки він буде важити, ставши на обидві ноги?
 
Декілька задач у віршованій формі.

25. По стежині вздовж кущів
Йшло одинадцять хвостів.
Підрахувати також зміг,
Що було ще й тридцять ніг.
Це разом пішли гуляти індики та жереб’ята.
Підрахуйте індиків,та їх друзів жеребців.
26. Це задача для умілих.
Віднімай, діли і множ,
Дужки став і додавай 
Вірні відповіді май!
5555=3                        5555=30
5555=4                        5555=55
5555=5                        5555=50
5555=6                        5555=120
5555=7                        5555=130
5555=26                      5555=625
27. Прилетіли горобці,
Посідали на стовпці.
Якщо на кожному стовпці
Буде по одному горобці,
То для одного горобця у нас 
Не вистачить стовпця.
Якщо на кожному стовпці
Сяде двоє горобців,
Зайвим буде в нас стовпець,
 На який не сів жоден горобець.
Скільки в нас було стовпців?
А скільки було горобців?
28. Йшов Кіндрат у Ленінград,
А назустріч йому -12 хлоп’ят,
У кожного – по три кошика, 
У кожному кошику – кішка,
У кожної кішки - 12 кошенят,
У кожного кошеняти – в зубах
По 2 мишеняти.
І задумався старий Кіндрат:
Скільки всього мишенят і кошенят
Несуть хлопці в Ленінград.

29. - Я на два года старше льва,
  -Сказала мудрая сова.
  -А я в два раза младше вас,
  -Сове ответил дикобраз.
  - Лев на него взглянул и гордо
  - Промолвил, чуть наморща нос:
  - Я старше на четыре года,
  - Чем вы, почтенный иглонос.
  - А сколько всем им вместе лет?
  - Проверьте дважды свой ответ.
30. Прошу подумать в тишине. 
Учтите, случай редкий:
Сидела белка на сосне,
 На самой средней ветке.
Потом вскочила вверх на пять,
Потом спустилась на семь.
(Вы все должны запоминать,
Как на уроке в классе).
Затем проворно белка вновь
Вскочила на четыре.
Потом ещё на девять
И… уселась на вершине.
Сидит и смотрит с высоты
На пни, березки и кусты.
А сколько веток у сосны
Мы с вами вычислить должны.

Включення цих задач робить урок більш насиченим і різноманітним, сприяє розвитку інтересу  до предмета і як наслідок, підвищить якість засвоєння  математичних знань.
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