Метод площ та його використання

Розв’язування нестандартних математичних задач – ефективний спосіб формування у людини самостійного творчого мислення. Для розв’язування таких задач необхідні різні методи.
	 Дана робота присвячена одному з методів розв’язування геометричних задач – методу площ. Матеріал розраховано для проведення факультативних занять з геометрії як 9, так і в 11 класах. У роботі розглянуто  основні властивості площ, показано, що цей метод є ефективним при розв'язуванні деяких геометричних задач не тільки шкільного курсу геометрії, але й задач різних математичних змагань.

ОСНОВНІ ВЛАСТИВОСТІ ПЛОЩ
 Поняття площі можна використовувати для доведення теорем і розв'язування задач. Тому можна говорити про «метод площ» у геометрії .
При застосування методу площ дуже часто використовуються відомі вже факти, які ми об'єднали  у наступні властивості.
Властивість № 1
Якщо вершину трикутника переміщувати по прямій, паралельній основі 
то площа при цьому не зміниться.
[image: image031]Рис. 1.1
Властивість № 2 
Якщо два трикутника мають однакові висоти, то відношення їЇ площ дорівнює відношенню їх основ.
                    [image: image046]Рис. 1.2
 Властивість № 3 
Якщо два трикутники мають спільний кут,то їх площі відносяться як добутки
сторін, що утворюють цей кут.
                       [image: image058]Рис. 1.3

Властивість № 4 
Відношення площ подібних трикутників дорівнює  квадрату коефіцієнта 
подібності.
                      [image: image087]Рис. 1.4

Властивість № 5
Медіана трикутника ділить його на дві рівновеликі частини
                                                
                     [image: image103]Рис. 1.5
Властивість № 6
Середні лінії трикутника з площею S відтинають від нього трикутники ,
площі яких рівні та дорівнюють одній четвертій частині від площі ▲ABC .
[image: image151]Рис. 1.6

Властивість №7
Медіани трикутника ділять його на 6 рівновеликих частин.
[image: image166]Рис. 1.7
Властивість №8.
Діагональ паралелограма ділить його на два рівновеликі трикутники.
[image: image178] Рис. 1.8

ВИКОРИСТАННЯ МЕТОДУ ПЛОЩ ДЛЯ РОЗВ'ЯЗУВАННЯ 
ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ


Розв’язуючи задачі з площами ми умовно поділили їх на 2 типи:
1. В умові задано використано поняття площі.
2. Площа є допоміжним елементом при розв’язуванні задачі, в умові відсутнє поняття площі.
	Для початку розглянемо задачі, в умові яких присутнє поняття площі. Серед них слід виділити задачі, у яких за умовою потрібно знайти площу фігури. 
Задача №1 
У трикутнику АВС , площа якого дорівнює S, проведемо бісектрису СЕ і медіану BD , які перетинаються в точці F. Знайти площу чотирикутника 
ADFE, якщо ВС = а, АС =  b.
Розв’язання :
 [image: ]
	Рис 2.1
        Позначимо за Sx шукану площу чотирикутника ADFE. А S1 і S2 – площі 
трикутників АСЕ і DСF. Тоді  Sx= S1 - S2. Знайдемо S1 . 

                                     
де S3- площа трикутника ВЕС.


Оскільки СЕ-бісектриса то . Звідки     

Для знаходження S2  розглянемо трикутник  CDB, .

Враховуючи співвідношення DF:FD, маємо .

Таким чином:      .
Задача №2.
Довести, що серед всіх трикутників з даним периметром найбільшу 
площу має правильний  трикутник.
Розв’язання
Використавши формулу Герона площі довільного трикутника із сторонами 
a,b,c та застосувавши до неї нерівність Коші, отримуємо:
=p(p-a)(p-b)(p-c)p=                                           
де p- півпериметр трикутника. 
Звідси    S   . Знак рівності можливий тоді і тільки тоді, коли  p-a=p-b=p-с , тобто при a=b=c .
 У цьому разі  p= ,   S= .
Доведено.
Задача №3.
 На стороні CD паралелограма ABCD взято довільну точку Е. Знаючи, що S▲ABE = S, знайдіть площу паралелограма ABCD.
[image: image179]Рис. 2.2
Розв’язання.
Проведемо добудову: КЕ║AD. Тоді за властивістю №8 слідує, що S▲KBE = S▲CBE, а S▲AKE = S▲ADE   .  Звідси  SABCD = 2S.
Задача №4 
В середині паралелограма ABCD взято довільну точку О. Знаючи площу трьох трикутників з вершиною в точці О, знайти площу четвертого трикутника.
[image: image182]
Рис. 2.3
Розв’язання.
Нехай S▲ADO = S1, S▲ABO = S2, S▲BOC = S3. 
Проведемо додаткову побудову: КЕ║АВ. 
Введемо наступні позначення:  S▲EOD = a, S▲KCO = b, S▲BKO = c, S▲AEO = d. 
Тоді, використавши результат задачі 2 отримаємо:
 S2 = с +d , S▲DOC  = a + b,  S1 + S3 = a + b + c + d .
Отже,   S▲DCO = S1 + S3 - S2.


Задача №5

Нехай  О – точка перетину діагоналей чотирикутника ABCD. Довести, що виконується рівність  .








Рис. 2.4
Розв’язання.



Нехай  и  висоти трикутників ABD и CBD, проведені до сторони BD.   З подібності утворених  прямокутних трикутників  маємо, що   .   

Отримаємо:  .

2.Розглянемо другий тип задач, у яких площа є допоміжним елементом при їх розв’язанні.
Одним із відомих розв’язків наступної задачі є використання векторів. Покажемо, що використання у даному випадку методу площ дає гарний та  достатньо  швидкий розв’язок.
Задача  №6 
В трикутнику АВС на сторонах  АВ, ВС і СА взято відповідно точки К, М и Р так, що АК:КВ=2:3, ВМ:МС=3:4, СР:АР=4:5. В якому відношенні відрізок ВР ділиться відрізком КМ?
[image: Безымянный]Рис 2.5 
Розв’язання. 

Нехай  ВР и КМ перетинаються в точці О та .
Для пар трикутників АВС та ВКМ, АВС та МСР, АВС та АКР , що мають спільні кути, використаємо властивість №3.



 Так як , , то . 



Так як , , то . 



Так як , , то .

 Відповідно, .

 Використавши результати задачі № 5, отримаємо: .

Задача №7 (Задача відбірково-тренувальних зборів до участі  в 45-й Міжнародній математичній олімпіаді 2004 року )



	Нехай точка М – довільна внутрішня точка бісектриси  трикутника АВС. Через точку  проведено довільну пряму, яка перетинає сторону 






 у точці Р, а продовження сторони  за точку С -  у точці . Нехай  - точка перетину прямих  і . Довести, що .
        [image: ]Рис. 2.6
Розв’язання.




Для  пар трикутників  та , та  використаємо властивість суміжних трикутників .




Лемма. У трикутнику  , у якому відрізок  ділить кут  В на кути та , виконується  співвідношення 

                                            (1)
Доведення.
   [image: ]                   Рис. 2.7


Для трикутників  та   використаємо властивість  №2. 

 
Лемму доведено.
Отже, маємо:


,

.
Звідки отримаємо

.                   (2.1)       

	За теоремою Чеви, у трикутнику маємо:

,
звідки 

                 .                 (2.2)


	За властивістю бісектриси трикутника маємо:

               .                     (2.3)
	З виразів (2.1), (2.2) та (2.3) отримаємо:


,
 звідки

.

Покажемо, що . 


Припустимо, що . Нехай. Тоді:

.

Отже . 




Зауважимо, що  кути , , ,  - гострі.


Тоді , , а отже отримаємо суперечність

.

Аналогічно, дістанемо суперечність для випадку, коли .

Отже .
	
 Задача №8 ( IV етап Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики, Вінниця 1991 рік, 8 клас)






На сторонах  трикутника  взято точки  так, що . Площа трикутника . Обчисліть площу трикутника .



[bookmark: _GoBack]Розв’язання.
[image: ]      Рис. 2.8

Напрям пошуку розв'язання полягає в тому,щоб знайти площі три 


кутників  і відняти їх від .




 Оскільки кут  є спільним для трикутників , а відношення  , то за властивістю №3 отримаємо, що 


Аналогічно знаходимо, що, .
Звідси легко отримаємо   відповідь

 .
 Як бачимо, вивчення методу площ дає можливість знайти альтернативні розв’язки деяких задач. Інколи цей метод дає можливість швидше, раціональніше та навіть красивіше розв’язати задачу.
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