Різницеві трикутники 

Геометрія – найдавніша наука. І скільки б ми її не вивчали, завжди знайдеться щось нове, досі нам невідоме. Так, у геометрії трикутника поряд з звичними нам рівнобедреними, правильними, прямокутними трикутниками  виділяються такі, що мають особливі властивості. Серед них особливу увагу привертають різницеві трикутники - сторони яких утворюють деяку арифметичну прогресію. 
	 У даній роботі розглянуто основну теорему різницевого трикутника. Досліджено деякі властивості різницевих трикутників. Матеріал розраховано для проведення факультативних занять з геометрії як 9, так і в 11 класах. Нажаль задач на різницеві трикутники практично немає в шкільних підручниках, але вони  часто зустрічаються на олімпіадах та математичних конкурсах. У роботі надано розв’язки деяких задач, серед яких деякі можна вважати базовими, бо їх використання дає змогу отримати розв’язки інших цікавих задач. 
ВЛАСТИВОСТІ РІЗНИЦЕВИХ ТРИКУТНИКІВ
[bookmark: _Toc377077861]1.1. Основна теорема різницевого трикутника
 Різницевим трикутником називають трикутник, довжини сторін якого складають арифметичну прогресію.

Нехай  задано трикутник АВС зі сторонами  . Умову того, що трикутник різницевий можна подати у такому вигляді:  

                                    .                                             (1.1)
[image: ]  Рис.1.1
Позначимо точку L – основу бісектриси кута А, точку W -  точку перетину продовження бісектриси AL з описаним навколо трикутника АВС колом, точку I -  інцентр трикутника АВС.


Основна теорема різницевого трикутника.  У різницевому трикутнику АВС виконується рівності:  1)BI=IW, 2) .
Доведення.
1) Опустимо перпендикуляр IN  на сторону ВС. Та як т. І – інцентр трикутника, то IN=r, де  r – радіус вписаного в трикутник АВС кола, а точка  N – точка дотику  цього кола до сторони ВС. 


	Відомо, що , де .
Підставивши у даний вираз формулу (1.1) отримаємо:

            (1.2)


	Оскільки , то дуги AW та  WC рівні, а також рівні хорди , що стягують ці дуги.


	Отримаємо, що трикутник  рівнобедрений, а отже є його висотою, медіаною та бісектрисою,


-  як кути, що опираються на одну ту саму дугу.


Тоді отримаємо рівність за катетом і гіпотенузою прямокутних трикутників  та .З рівності цих трикутників випливає, що

                                        .                        (1.3)
	Далі використаємо теорему «трилисника» [5 ], з якої отримаємо:

                                                        (1.4)                   
	З рівностей (1.3) та (1.4) отримаємо  необхідну на рівність:

                                                                 (1.5)


	2) Опустимо перпендикуляр  на сторону .
[image: ]  Рис.1.2
	Та як т. І – інцентр трикутника, то IP=r, де  r – радіус вписаного в трикутник АВС кола, а точка  P – точка дотику  цього кола до сторони АС. 




З рівності  та  отримаємо: , а отже .


Тоді отримаємо рівність за катетом і гострим кутом прямокутних трикутників  та . З рівності цих трикутників випливає, що

                                        .                        (1.6)
	 Таким чином, ми довели дану теорему.
	Необхідно зазначити, що доведені вище рівності є не тільки необхідними але й достатніми умовами того, що трикутник АВС різницевий.

[bookmark: _Toc377077862]1.2. Деякі властивості різницевих трикутників
Надалі покажемо деякі властивості різницевих трикутників, що складають невелику частину усіх його властивостей. Але саме на них можна буде спиратися при вирішенні багатьох задач. Під час роботи на темою було з’ясовано, що деякі  властивості [6]  можна об’єднати у теореми, які носять характер ознак (є необхідними і достатніми умовами належності трикутника до категорії різницевих).
Теорема 1.

Трикутник АВС є різницевим тоді і тільки тоді, коли радіус вписаного кола дорівнює третій частині висоти, що опущена на середню сторону трикутника тобто .
Доведення.
Необхідність. Нехай трикутник АВС різницевий і для нього виконується рівність (1.1).
Використаємо формулу  радіуса описаного навколо трикутникам кола через площу трикутника, формулу площі трикутника через висоту та рівність (1.1).

, що і потрібно було довести.
Достатність. Нехай для довільного трикутника АВС виконується рівність

                       (1.7)
Площу трикутника АВС подамо двома шляхами:


 та 




З рівності площ отримаємо    , куди підставимо формулу (1.7). Отримаємо:  , що і доводить, що трикутник АВС різницевий.

Теорема 2.

Трикутник АВС є різницевим тоді і тільки тоді, і радіуси вписаного і описаного кіл утворюють рівність .
Доведення.
Необхідність. Нехай трикутник АВС різницевий і для нього виконується рівність (1.1).
Запишемо площу трикутника АВС через радіус описаного кола, через радіус вписаного кола та прирівняємо дані площі.


Використаємо рівність (1.1).



                                  .                                     (1.8)
Достатність. Нехай для довільного трикутника АВС виконується рівність

.
	Використаємо формули радіусів через площу трикутника:

.



,
що і доводить, що трикутник АВС різницевий.



Нехай  - кути, протилежні відповідно сторонам  трикутника АВС.
Теорема 2.
Необхідною і достатньою умовою того , що трикутник АВС є різницевим  є виконання рівності


Доведення.
Необхідність. Нехай трикутник АВС різницевий і для нього виконується рівність (1.1).
	За теоремою синусів 

.
Виразимо сторони:

.          (1.9)
	Підставимо вирази (1.9) в формулу (1.1):

.
	Після відповідних скорочень отримаємо:

, що і потрібно було довести.
Достатність. Нехай для довільного трикутника АВС виконується рівність

’
	Доведемо, що трикутник АВС різницевий.
Підставимо у цю формулу вирази отримані з теореми синусів:

.
Отримаємо:

, що і доводить, що трикутник АВС різницевий.
РІЗНИЦЕВІ ТРИКУТНИКИ У ЗАДАЧАХ
	Покажемо, як працюють властивості різницевих трикутників при розв’язуванні задач.
 Задача1.
Трикутник ABC – різницевий. Довести, що котангенси половин його кутів складають арифметичну прогресію.
Розв’язання.


Нехай  задано різницевий трикутник АВС зі сторонами , та відповідними кутами . Точка I -  інцентр трикутника АВС.
[image: ]            Рис.2.1
Опустимо перпендикуляр IN  на сторону ВС. Та як т. І – інцентр трикутника, то IN=r, де  r – радіус вписаного в трикутник АВС кола, а точка  N – точка дотику  цього кола дот сторони ВС. 


, де .

	Розглянемо трикутник , у якому знайдемо котангенс кута В.

 .             (2.1)


 Аналогічнознайдемо інші котангенси:

       .               (2.2)

               .                        (2.3)
Розглянемо  попарні різниці виразів (2.1)-(2.3):

       (2.4)

         (2.5)
Так як трикутник різницевий, то для нього виконується формула (1.1),
яку перепишемо у вигляді :

                                           (2.6)      
Підставимо (2.6) і (2.5):                                               

            (2.7)
Вирази (2.4) та (2.7) і доводять, що котангенси половин кутів складають арифметичну прогресію, як і довжини сторін. Твердження доведено.
Наступну задачу можна вважати базовою, бо за її допомогою, як буде показано нище, можна розв’язати ще не одну цікаву задачу.
 Задача 2.
Знайти всі прямокутні трикутники, довжини сторін яких утворюють арифметичну  прогресію.
Розв’язання.
Нехай трикутник АВС прямокутний з гіпотенузою с. З умови, що трикутник різницевий отримаємо:

 .                      (2.8)
	Піднесемо вираз (2.8) до квадрату та використаємо теорему Піфагора.





      (2.9)
	Розв’язуючи (2.9) як однорідне рівняння, отримаємо:


Такими чином ми приходимо до висновку, що сторони шуканого прямокутного трикутника мають задовольняти співвідношенню:

.
Отже, шуканими трикутниками є всі  так звані «єгипетські трикутники».

Задача 3. 
Сторони прямокутного трикутника утворюють арифметичну прогресію, а квадрат відстані від центра вписаного кола до вершини гострого  кута  - 8. Знайти сторони трикутника.
Розв’язання.



Використаємо результат попередньої задачі: у різницевому прямокутному трикутнику для сторін виконується відношення: . Нехай . 


 У прямокутному трикутнику квадрат відстані від центра вписаного кола до вершини гострого  кута  дорівнює .  Отже отримаємо, що .

У прямокутному трикутнику радіус вписаного кола можна знайти за формулою: .


Підставивши сторони отримаємо: ,  .

Таким чином отримаємо шукані сторони трикутника:  
Задача 4. 
Сторони прямокутного трикутника утворюють арифметичну прогресію, а радіус описаного кола дорівнює 2,5 см. Знайти сторони трикутника.
Розв’язання.



Використаємо результат задачі 2: у різницевому прямокутному трикутнику для сторін виконується відношення: . Нехай . 


Як відомо, радіус описаного навколо прямокутного трикутника кола дорівнює половині гіпотенузи. Отже ,  .

Таким чином отримаємо шукані сторони трикутника: .
Задача 5. 




Довести, що у різницевому трикутнику інцентр є центром кола, описаного навколо трикутника , де   основа бісектриси, проведеної з кута В,  та  -  середини сторін ВС та АВ.
Доведення.
[image: ]  Рис. 2.2


За основною теоремою про різницеві трикутники . За теоремою «трилисника» .


Розглянемо трикутник . Відрізок   є для даного трикутника середньою лінією. Отже 

.    (2.10)

Аналогічно, розглянувши трикутник , отримаємо, що

.   (2.11)

З тверджень (2.10) та (2.11) отримаємо, що , що і доводить потрібне твердження.
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