СТЕЖИНКАМИ МАТЕМАТИЧНОЇ ЛОГІКИ 

ДОБІРКА ЗАДАЧ ДО КЛАСИЧНИХ ОЛІМПІАДНИХ ТЕМ 

ПАРНІСТЬ

Потрібно усіма засобами навчати мистецтву доводити, не забуваючи при цьому про мистецтво здогадуватися. Д. Пойа

Розбиття на пари

Для того, щоб довести парність кількості елементів певної скінченної множини достатньо показати, що елементи множини можна розбити на пари. Ця ідея доведення використовується в наступних задачах. 
[image: ]
1. «Котигорошки»  У 2017-и Котигорошків є по 2 булави: жовта і синя. Чи можуть вони обмінятися так, щоб у кожного було по 2 булави одного кольору? 
Розв’язання. Ні, не можуть. Для того, щоб вони могли так обмінятися, кількості жовтих та синіх булав повинні бути парними числами, а їх кількість 2017 – непарне число.
2. «Ламана-зміюка» Чи можна  намалювати замкнену ламану з 9 ланок, кожна ланка якої перетинається рівно з однією з інших ланок?
Розв’язання.  Якщо ламана перетинає кожну свою ланку один раз, то її ланки розбиваються на пари (в пару входять ланки, що перетинають одна одну). Отже, їх кількість парна, що суперечить умові.
3.  «Потрапити до вершини» Дано осесиметричний випуклий 101-кутник. Доведіть, що вісь симетрії проходить через одну з його вершин. Що можна сказати в випадку 10-кутника?
Розв’язання.  Вершини многокутника симетричні відносно його осі симетрії. Отже, всі вершини, що не лежать на осі симетрії, розбиваються на пари, тобто їх парна кількість. А 101 – непарне число.
       У десятикутника вісь симетрії може і не проходити через вершини. Наприклад, у правильного десятикутника є вісь симетрії, що проходить через середини протилежних сторін.
4. «Риба» Всі костяшки доміно виклали в ланцюжок. На одному кінці виявилось 3 очка. Скільки очок на іншому кінці?
Розв’язання. 3 очка. Трійка на половинках доміношок зустрічається 8 разів. Усередині ланцюжка всі трійки розбиті на пари. Без пари залишилася трійка на одному кінці. Тому ще одна трійка знаходиться на іншому кінці.
5.  «Знай своє місце» На дошці 55 розставлено 15 шашок, причому їх розташування симетричне відносно діагоналі. Доведіть, що принаймні одна з шашок розташована на діагоналі.
6. «Місце для усамітнення» (Продовження) Розташування шашок симетричне відносно обох діагоналей. Доведіть, що в центральній клітинці стоїть шашка.
7. «Коник-стрибунець» Коник стрибає по прямій – кожен раз на 1 метр вправо або вліво. Через деякий час він опинився у початковій точці. Доведіть, що він зробив парну кількість стрибків.
8.  «Слимачок заблукав» Слимак повзе по площині з постійною швидкістю, повертаючи на 90О кожні 30 хвилин. Доведіть, що він може повернутися у початкову точку тільки: а) через цілу  кількість годин; б) через парну кількість годин.

Чергування

Розбиття на пари освоєне, тому можна рухатися далі. Помандруємо, але не далеко, щоб краще засвоїти ідею парності. Розглянемо ідею чергування: елементи деякої послідовності чергуються.

1.  «Дітки стали в коло» Хлопчики та дівчатка стали в коло, взявшись за лапки. Виявилось, що кожен тримає за руки або двох дівчаток, або двох хлопчиків. Якщо в колі стоять п’ять хлопчиків, то скільки там стоїть дівчаток?
Розв’язання. Якщо десь поруч стоять дві дівчинки, то поруч з ними – знову дівчинки, поруч з ними знову дівчинки і т.д. В цьому випадку хлопчиків взагалі немає, що суперечить умові. Аналогічно прийдемо до протиріччя, припустивши, що десь поруч стоять два хлопчика. Таким чином, хлопчики і дівчатка чергуються. Звідси випливає, що їх однакова кількість, тобто всього дівчаток п'ять.
2. «Цікавий механізм» По кругу розташовані 9 шестерінок  так, що перша шестерінка скріплена з другою, друга – з третьою,…, восьма – з дев’ятою, дев’ята – з першою. Максим крутнув першу шестерінку за годинниковою стрілкою. Чи можуть вони обертатися?
Розв’язання. Не можуть. Сусідні шестерінки повинні обертатися в протилежних напрямках. Тому шестерінки з номерами 1 і 9 повинні обертатися в одному напрямку (всі колеса з непарними номерами обертаються в одному напрямку, а з парними – в протилежному). З іншого боку, шестерінки з номерами 1 і 9 – сусідні, тому вони повинні обертатися в протилежних напрямках.
3. «Хитра конячка» Чи може  кінь пройти з поля а1 на поле h8, побувавши дорогою на кожному з інших полів рівно один раз?
Розв’язання. Не може. Помітимо, що шаховий кінь ходить з білого поля на чорне, а з чорного  – на біле. Щоб обійти всі клітинки шахової дошки, треба зробити 63 ходи. Поле a1 – чорне. Тому після кожного непарного ходу (в тому числі після 63-го) кінь знаходиться на білому полі. А поле h8 – чорне.
4. «Подорож» Хитра Макітра, повернувшись з навколосвітньої подорожі, розповідає, що дорогою вона перетнула кордони Макітранії 13 раз. Чи вірите ви їй?
5. «Дослідження операцій» По колу розставлено 9 чисел: 4 одиниці та 5 нулів . Кожну секунду над числами виконують наступну операцію: між сусідніми числами ставлять нуль, якщо вони різні, та одиницю, якщо вони рівні; після цього старі числа стирають. Чи можуть через деякий час всі числа стати однаковими?
6. «Кущі малини» Вздовж огорожі ростуть 8 кущів малини. Число ягідок на сусідніх кущах відрізняється на 1. Чи може  на всіх кущах разом бути 2017 ягід?

Задачі для самостійного розв’язування
1. З набору доміно викинули всі кості з “пустишками”. Чи можна кості, що залишилися, розкласти в ряд?
1. Кінь вийшов с поля а1 і через декілька кроків повернувся на нього. Доведіть, що він зробив парну кількість ходів.
1. По колу написано декілька чисел. Серед добутків сусідніх чисел рівно 5 від’ємних. Доведіть, що принаймні  одне з чисел дорівнює  0.
1. Учитель написав на аркуші паперу число 20. Тридцять три учня передають аркуш один одному, і кожний додає до числа, або віднімає від нього одиницю – як захоче. Чи  може в результаті  вийти  число 10?
1. Коник  стрибає на 1 см, потім на 3 см в тому самому напрямку, або в протилежному, потім на 5 см в тому самому напрямку, або в протилежному і т.д. Чи  може він після 2017 стрибка  опинитися в початковій точці? 

Парність в «чистому вигляді» 

Перейдемо до парності в «чистому вигляді», до задач, в яких головними діючими особами виступають числа, і в яких досліджується парність певних величин.

1. «Просто задача» Парною чи непарною буде сума чисел, якщо серед доданків:
   а) 3 непарних і 5 парних?	б) 2017 непарних і 25 парних?	
   в) 2018 непарних і 55 парних?
   Відповідь. а) непарною; б)непарною; в) парною.
2. «Розмін» Чи можна  розміняти 2017 гривень за допомогою 500 купюр по 1 і 5 гривень?
Розв’язання. Ні, не можна. Сума 500 непарних доданків повинна бути парною,а  2017 – непарне число.
3.  «Добуток» Різницю двох цілих чисел m і n помножили на їх добуток. Чи могло вийти число 20019?
Розв’язання. Ні, не могло. Якщо одне з чисел m, n парне, то добуток mn(m+n) парний. Якщо ж m і n непарні, то m+n парне, і добуток знову парний.
4. «Магічний квадрат» Чи можна скласти магічний квадрат з перших 36 простих чисел? Магічний квадрат – це квадратна таблиця, заповнена числами, в якій суми чисел у всіх рядках та стовпчиках рівні.
Розв’язання. Ні, не можна. Серед перших 36 простих чисел лише одне (2) – парне, а інші – непарні. Тому в рядку з числом 2 сума чисел буде непарною (сума одного парного і п’яти непарних чисел), а в інших п’яти рядках сума чисел буде парною (сума шести непарних чисел).
5.  «Хіба це можливо?» Чи може число, складене з одних четвірок ділитися націло на число, складене з одних трійок? А навпаки?
6. «Економія паперу»  На 99 картках пишуть числа 1, 2, …, 99, тасують їх і розкладають чистими сторонами доверху, і знову пишуть числа 1, 2, …, 99. Для кожної картки сумують два її числа і 99 одержаних сум перемножують. Доведіть, що результат парний.
7.  «Пустун Сергійко» Вчитель купив зошит об’ємом 96 аркушів і пронумерував всі її сторінки по порядку числами от 1 до 192. Сергійко вирвав з цього зошита якісь 25 аркушів і склав всі 50 чисел, які на них написані. Доведіть, що він не міг одержати суму 2018.
Парність-інваріант

Деякі задачі досить легко розв’язати, якщо сконструювати величину, яка зберігає свою парність. Тому ситуації, в яких ця величина має іншу парність, аніж спочатку, неможливі. Таким чином, у цьому класі задач парність виступає в ролі інваріанта. 

1. «Догори дригом» На столі стоять 17 склянок, усі дном догори. Дозволяється перевернути довільні чотири склянки. Чи можна їх всі поставити правильно? 
Розв’язання. Нехай в деякий момент ми перевернули 6 склянки, з яких k склянок стояли догори дном, а 4 – k – правильно (k може приймати значення від 0 до 4). Після перевертання з цих чотирьох склянок k стоятимуть правильно, а 4 – k – догори дном. Таким чином, кількість склянок, що стоять догори дном, зміниться на парне число 
4 – k – k = 2(2 – k). Таким чином, парність кількості склянок, що стоять догори дном, не змінюється. Тому в будь-який момент є непарне число склянок, що стоять догори дном (оскільки спочатку так стояли 17 склянок).
2. «Сьогодні чергує математик» На дошці написані числа 1, 2, 3, ..., 2018. Дозволяється стерти з дошки будь-які два числа і замість них записати модуль їх різниці. Зрештою, на дошці залишається одне число. Чи може воно дорівнювати 0?
Розв’язання.  Модуль різниці двох цілих чисел має ту ж саму парність, що і сума цих чисел. Тому при зазначеній заміні парність суми всіх чисел не змінюється. Сума цілих чисел від 1 до 2018 непарна (серед них непарна кількість непарних чисел). Тому вона не може стати рівною нулю.
3. «Чарівна Абрикосо-вишня» На чудо-дереві росте 2017 абрикосів и 2018 вишеньок. Дозволено зривати одночасно два фрукта. Якщо зривають два однакових фрукта, то замість них миттєво виросте одна вишенька. Якщо ж зривають два різних фрукта, то замість них миттєво виростає один абрикос. Через деяких час на дереві залився один фрукт. Що це за фрукт – абрикос чи вишенька?  
Розв’язання.  Легко довести, що кількість абрикосів на чудо-дереві завжди буде непарною. Тому в кінці залишиться абрикос.
3.  «Блакитна дошка» Клітинки дошки 7×7 пофарбовані в шаховому порядку в жовтий та блакитний колір так, що кути пофарбовані в жовтий колір. Дозволяється перефарбовувати в протилежний колір довільні дві сусідні клітинки. Чи можна за допомогою таких операцій перефарбувати всю дошку в блакитний колір?
4. «Свободу та рівність» Дано шість чисел: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Дозволяється до довільних двох  з них додати по 1. Чи можна всі числа зробити рівними?
5.  «Цензура» Бешкетники Степан і Андрій порвали обкладинку журналу  «У світі математики», причому Андрій рвав кожен шматок на 3 частини, а Степан на 5 частин. При спробі зібрати обкладинку знайшли 100 шматочків. Доведіть, що не всі шматочки знайдені.

Для самостійного розв’язування
1. Капітан Ням-ням потрапив в полон до дикунів. Вождь вимагає у нього викуп, інакше його з’їдять, причому хоче одержати цю суму рівно тринадцятьма монетами. Чи зможе Ням-ням відкупитися,  якщо:
а) сума викупу – 100 дублонів, а у нього  є монети в 1, 3, 5 і 25 дублонів?
б) сума викупу – 1000 дублонів, а у нього є монети в 10, 30, 70 і 110 дублонів?
2. а) На дошці написані числа 1, 2, 3, …, 12. Дозволяється замінити довільні два числа на їх суму чи різницю, доки не залишиться одне число. Чи може це число бути нулем?  б) Аналогічна задача для чисел від 1 до 13.
3. Добуток 2018 цілих чисел дорівнює 1. Доведіть, що їх сума не дорівнює 0.
4. На дошці написані в рядок 2017 цілих числа. Доведіть, що можна стерти  одне число так, що сума  чисел, що залишилися, буде парною. Чи виконується це для довільних 2010 цілих чисел?
5. В замку на балу кожний з 13 лицарів охороняв 13 кімнат з номерами 1, 2, 3, …, 13. Опівночі двері відкрились, і звідти вийшли панночки, і двері зачинились. О першій ночі двері відчинились, в них ввійшли панночки, і двері зачинились. Причому виявилось, що повз кожного лицаря пройшло (вийшло і зайшло) стільки панночок, який номер кімнати був на двері. Доведіть, що хтось з панночок не встиг заховатись або ж на бал проникла чужа панночка.

ПРИНЦИП ДІРІХЛЕ

Принцип Діріхле – комбінаторне твердження, сформульоване німецьким математиком Петером Діріхле.
[image: ]Цей принцип досить простий і очевидний, часто їм користуються з міркувань логіки, навіть не знаючи його формулювання. Але, знаючи цей принцип, легше здогадатися, в яких випадках його застосовувати. Найпростіше принцип Дирихле висловлюється в такій жартівливій формі: «Якщо в n клітках не менше, ніж n+1 кроликів, то хоча б в одній клітці сидить не менше двох кроликів». Доведення принципу Діріхле можна провести, застосувавши метод доведення від супротивного. 
Виявляється, що це просте твердження допомагає у розв’язанні найрізноманітніших задач. Головне – це зрозуміти, що в даній задачі – клітки, а що – кролики.
Іноді використовують узагальнений принцип Діріхле: Нехай в k клітках сидить n кроликів. Тоді знайдеться клітка, в якій сидить не менше n/k кроликів, і знайдеться клітка, в якій сидить не більше n/k кроликів.
Доведення принципу Діріхле просте, але заслуговує на увагу, оскільки схожі міркування часто зустрічаються. Припустимо, що в кожному ящику сидить менше, ніж n/k кроликів. Тоді у всіх ящиках разом кроликів менше, ніж (n/k)×k=n. Одержали суперечність, яка завершує доведення.

1. а) Доведіть, що у групі з 15 учнів знайдеться щонайменше двоє, що святкують день народження в один місяць. б) У школі Майстра Йоди вчиться тисяча юних падаванів. Доведіть, що якісь троє з них святкують День народження в один і той самий день.
Розв’язання. а) Усього місяців 12, а учнів 15. Тут «кролики» – це учні, а «клітки» – це місяці. Тому за принципом Діріхле принаймні двоє святкують день народження в один місяць.
б) Всього на рік буває 365 або 366 днів. Назвемо дні «клітками», а учнів «кроликами». Тоді в деякій «клітці» за узагальненим принципом Діріхле сидить не менше 3 «кроликів». Можна також доводити від супротивного. Припустимо, що кожен день відзначають день народження не більше двох падаванів, тоді загалом падаванів не більше 366×2=732. Прийшли до суперечності. Отже, припущення було неправильним, а правильним є початкове твердження в умові задачі.
2. У Олексія є шість кубиків, на всіх гранях котрих написані букви української абетки. Доведіть, що якась буква зустрічається принаймні двічі.
Розв’язання. Припустимо супротивне: кожна буква зустрічається не більше одного разу. Оскільки усього букв 33, то на кубиках має бути не більше 33 граней, а їх по 6 на кожному кубику, тобто 36. Одержали суперечність, отже, наше припущення неправильне, а тому правильне пряме твердження, а саме: знайдеться буква, яка зустрічається принаймні двічі.
3. Через одну точку проведено чотирнадцять прямих. Доведіть, що кут між деякими двома з них становить менше 13º.
Розв’язання. Припустимо супротивне: кут між будь-якими двома прямими не менший за 13º. 14 прямих, які проходять через одну точку утворюють 28 кутів, що не перекриваються і тоді вони в сумі дають принаймні 13º∙28=364º, але сума кутів із спільною вершиною не може перевищувати 360º. Одержали суперечність, а отже, наше припущення було неправильним. Тому кут між якимись двома прямими менший за 13º.
4. У килимі розміром 4×4 метри моль проїла 15 дірок. Чи завжди можна вирізати килимок розміром 1×1, який не містить усередині дірок?
Розв’язання. Так, можна. Припустимо супротивне: не можна вирізати килимок розміром 1×1. Килимок розміром 4×4 можна просто розрізати на 16 килимків 1×1. Якщо з початкового килимка не можна вирізати килимок 1×1, то жоден з 16 одержаних килимків теж не годиться. А це означає, що в кожному з них є хоча б одна дірка. Але тоді на килимку 4×4 є хоча б 16 дірок. А їх за умовою всього 15, одержали суперечність. Отже, можна вирізати килимок розміром 1 × 1.
5. У країні Мудра 2017 міст. Деякі з них з’єднані дорогами. Доведіть, що з деяких двох міст веде однакова кількість доріг. 
       Розв’язання. Припустимо супротивне: нема міст, з яких веде однакова кількість доріг. З міста щонайменше може виходити 0 доріг, а щонайбільше – 2016 доріг (в решту 2016 міст). Тобто може виходити 0, 1, 2, ... 2016 доріг. Всього 2017 варіантів і міст теж 2017. Тому всі ці варіанти реалізуються, тобто є місто, з якого виходить 0 доріг, є місто, з якого виходить 1 дорога, є місто з якого виходить 2 дороги, ..., і є місто з якого виходить 2016 доріг. Але тоді є місто, яке з'єднане з усіма іншими (те, з якого веде 2016 доріг), і є місто, яке не з'єднане ні з одним іним (з якого веде 0 доріг). Тобто ці два міста з одного боку з'єднані, а з іншого ні. Одержали суперечність. Отже, наше припущення неправильне. Отже, з якихось двох міст веде однакова кількість доріг.
6. У деякому місті проживає 4,7 млн. жителів, у кожного з яких на голові не більше мільйона волосин. Доведіть, що в місті знайдуться п’ять жителів, у яких порівну волосин.
7. Виберемо будь-яким способом 5 осіб. Доведіть, що принаймні двоє з них мають однакове число знайомих.
8. У класі 30 учнів. Під час контрольної роботи Петро зробив 14 помилок, а інші  менше. Доведіть, що знайдеться троє учнів, що зробили однакову кількість помилок.
9. Сергійко хоче написати на дошці 51 різних двозначних чисел так, щоб серед них не було двох чисел, які дають в сумі 100. Чи зможе він це зробити?
10. а) До свята залу прикрасили 50 повітряними кульками. Доведіть, що серед них знайдеться або 8 однокольорових, або 8 кульок різного кольору. б) Чи залишиться твердження вірним, якщо замінити число 50 на 49?
11. Робітник розсадив по N клітках 1000 кроликів. Інший робітник, дізнавшись число N, сказав, що тоді (незалежно від того, як саме розсаджені кролики) можна вибрати 15 кліток, які разом містять не менш як 51 кролик. Знайдіть найбільше N, за якого твердження другого робітника правильне.
12. Числа 1, 2, …, 9 розбиті на три групи. Доведіть, що добуток чисел хоча б в одній з груп а) менше 72; б) не менше 72.
13. Маємо n цілих чисел. Доведіть, що серед них знайдеться декілька (або, можливо, одне) сума яких ділиться на n.
14. У таблицю 6х6 Малюк розставляє числа 0, 1, –1. Після цього Карлсон виписує суму чисел, узятих по рядках, по стовпцях і двом великим діагоналям цієї таблиці. Карлсон стверджує, що обов'язково отримає два однакових числа. Чи може Малюк спростувати це твердження?
15. Кожна клітина таблиці 2018×2018 пофарбована в один з 2017 кольорів. За хід можна взяти рядок або стовпець і, якщо там є дві клітини одного кольору, перефарбувати цей рядок або стовпець в цей колір. Чи можна за кілька ходів пофарбувати всю таблицю в один колір?


Задачі для самостійного розв’язування
1. На кожній клітинці дошки 99 сидить одне дресироване жабеня. За командою «Ква!» кожне жабеня перестрибує на одну з сусідніх (межуючи стороною) клітинок. Доведіть, що після команди «Ква!» деякі два жабенятка опиняться в одній клітинці.
2. В кожній клітинці таблиці 33 записано число 1, 2 або 3. Чи можуть суми чисел у всіх рядках, стовпчиках і великих діагоналях бути різними?
3. Дівчинка Поліна має 2017 нарядів. Батьки купили Поліні 17 шаф. Якщо у шафі висить менше 145 нарядів, то там оселяється страшний звір Немачоговдягнути. Доведіть, що у Поліни живуть принаймні три страшних звіря.
4. П’ятнадцять друзів при зустрічі почали вітатись за руку. Доведіть, що в кожен момент деякі двоє зробили порівну рукостискань.
5. В класі 25 людей. Відомо, що серед будь-яких трьох з них є двоє друзів. Доведіть, що є учень, у якого не менше 12 друзів.
6. [bookmark: _GoBack]У місті Зв’язкове 10000 телефонів, номери яких задаються  чотиризначними числами. У центральному районі встановлено більше половини всіх телефонів і немає телефону з номером 0000. Довести, що принаймні один з номерів центральних телефонів дорівнює сумі номерів двох інших телефонів.
7. В Казковій початковій школі вчиться усього 20 дітей. У довільних двох з них є спільний дід. Доведіть, що в одного з дідів у школах  навчається не менше 14 внуків и внучок.
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