	ПОКАЗНИКОВІ ТА ЛОГАРИФМІЧНІ РІВНЯННЯ З ПАРАМЕТРАМИ
	


	1.Взаємне розміщення коренів квадратного тричлена. 
	

	2.Приклади розв’язування показникових рівнянь з параметрами. 3.Приклади розв’язування логарифмічних рівнянь з параметрами. 4.Вправи для самостійного розв’язування. 

	

	
	


Нерідко після отримання результатів ЗНО «постраждалі» абітурієнти та їх батьки нарікають на зміст завдань та скаржаться на те, що схожих задач в школі вони не розв’язували. Серед таких задач – задачі з параметрами, які традиційно входять до завдань ЗНО та мають за мету перевірку логічного мислення учнів.
Саме розв’язування задач, а, точніше, рівнянь і нерівностей з параметрами, відкриває перед учнями велику кількість прийомів загального характеру.
В шкільному підручнику з алгебри (А. Г. Мерзляк, 11 клас, академічний та профільний рівні) є вправи (17.24, 17.25,17.26,21.42, 21.43) та наведено зразок розв’язання одного прикладу з параметрами з теми, яка розглянута в даній роботі, але цього замало для того, щоб у учнів склалась чітка система знань з даних питань. А коли випускник опрацює, крім підручника,запропоновані в розробці приклади, можна з впевненістю говорити про його високий рівень знань з алгебри.
В створенні цієї розробки мені допоміг практичний досвід викладання на факультеті довузівської підготовки при НТУУ «КПІ».
В розробці наведено приклади розв’язування  показникових та логарифмічних рівнянь ,  частина з них містить необхідні графічні ілюстрації. Крім цього, запропоновано 14 завдань для самостійної роботи з відповідями.


1.Взаємне розміщення коренів квадратного тричлена 



При розв’язуванні рівнянь і нерівностей з параметрами часто використовуються властивості квадратного тричлена , що залежать від параметрів , зокрема, це взаємне розміщення коренів квадратного тричлена (нулів функції ).


Основні задачі, пов’язані із розташуванням коренів квадратного тричлена ( та  — задані числа), рівносильні виконанню таких умов:
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Якщо дискримінант квадратного тричлена  не є повним квадратом, то перехід в цих задачах до рівносильних умов дозволяє уникнути розв’язання громіздких систем ірраціональних нерівностей. Якщо ж  є повним квадратом, то доцільно безпосередньо обчислити корені тричлена і врахувати відповідні обмеження. 

2. Приклади розв’язування показникових рівнянь з параметрами

Приклад 1.


При яких значеннях параметра  рівняння  не має дійсних коренів?
Розв’язання


Нехай , .

Рівняння приймає вигляд .

Сформулюємо задачу так: при яких значеннях  квадратне рівняння не має коренів або має недодатні корені?


 при всіх дійсних ;



; , .
Виконаємо умову



      .

Відповідь: .
Приклад 2.


При яких значеннях параметра  рівняння  має один дійсний розв’язок?
Розв’язання


Нехай , .

Маємо рівняння .


 при ;




, ;  при .
Дане показникове рівняння має один корінь в двох випадках:



1) , , тобто при ;





2) , , , тобто , .


Відповідь: , .
Приклад 3.


При яких значеннях параметра  рівняння  має два дійсних розв’язки? Знайти ці розв’язки.
Розв’язання


Нехай , .
Рівняння приймає вигляд:

,


 при ;



,  при ;





,  при , . Значить, при  квадратне рівняння має два додатних корені:


	або	, звідки


,		,


;		.



Відповідь: якщо , то , .
Приклад 4.


При яких значеннях параметра  рівняння  має два дійсних розв’язки? Знайти ці розв’язки.
Розв’язання


Нехай , .
Рівняння приймає вигляд:

,


 при ;


, .
Для того, щоб дане рівняння мало два розв’язки, обидві корені квадратного рівняння повинні бути додатними:



		


Враховуючи умову , маємо: при .


	



Відповідь: якщо , то , .
Приклад 5.


При яких значеннях параметра  рівняння  має два дійсних розв’язки? Знайти ці розв’язки.
Розв’язання


Нехай , .
Рівняння приймає вигляд:

,






,  при , тобто при , , .

Треба виконати умову 

Використаємо властивості функції .
В даному випадку графік відповідної функції повинен бути розміщений так:
 (
0
)


Задача рівносильна виконанню умов:




			


Відповідь: якщо , то .
Приклад 6.


При яких всіх дійсних значеннях параметра  розв’язати рівняння .
Розв’язання


Нехай , .
Рівняння приймає вигляд:

.


, .

Розглянемо можливі випадки в залежності від :
1) 

дане показникове рівняння має два дійсних корені: , якщо  (див. приклад 3.3).
2) дане рівняння має один корінь, якщо:
а) 
 (
0
)







   Значить, якщо , то , , 
 (
0
)б) 




 				



Відповідь: якщо , то ;


якщо , то ;


якщо , то ;

якщо , то розв’язків немає.

3. Приклади розв’язування логарифмічних рівнянь з параметрами
Приклад 1.


Для всіх значень параметра  розв’язати рівняння .
Розв’язання
Рівняння рівносильне системі:


	





				
Проаналізуємо результати:








Відповідь: якщо , то	,


якщо , то	;


якщо , то .

Приклад 2.


Для всіх значень параметра  розв’язати рівняння .
Розв’язання
Рівняння рівносильне системі:


	




 при  




1) 		





2) 				


Відповідь: якщо , то	;


якщо , то	;



якщо , то  або .
Приклад 3.


Для всіх значень параметра  розв’язати рівняння .
Розв’язання
Запишемо рівняння в іншому вигляді:


; нехай .

;



; ; .


Маємо:	 	або 	


		;			
Враховуємо О.Д.З.:
[image: ]




Відповідь: якщо , то	розв’язків немає;



якщо , то	 або .
Приклад 4.


Для всіх значень параметра  розв’язати рівняння .
Розв’язання




ОДЗ: , , , .

Зведемо всі логарифми до основи :


	

Нехай .

;

;


, . 
Маємо:





1) , 		2) , , 

Відповідь: якщо , то	розв’язків немає;



якщо , то	 або .
Приклад 5.


При яких значень параметра  рівняння  має рівно два розв’язка?
Розв’язання
За означенням логарифма:



; , 




;  при ; .



Задачу можна сформулювати так: при яких  обидва корені  і  додатні.

Розглянемо функцію .



 (
0
)		.


Відповідь: .
Приклад 6.


При яких значень параметра  рівняння  має єдиний розв’язок?
Розв’язання
Рівняння рівносильне системі:


		

Сформулюємо дану задачу так: при яких значеннях параметра  квадратне рівняння


має один розв’язок, більший за [image: ]?

.

Парабола  направлена гілками вгору.
Можливі випадки:

 (
0
) (
0
)					або 










		     	, .


Відповідь: .
4. Вправи для самостійної роботи
1. 

При яких значеннях  рівняння  має принаймні один розв’язок?
2. 
Для всіх значень параметра  розв’язати рівняння:
1) 
;
2) 
;
3) 
;
4) 
;
5) 
;
6) 
.
3. 

При яких значеннях параметра  рівняння  має два різних дійсних розв’язки? Знайти ці розв’язки.
Відповіді
1. 
.
2. 

а)	, ;



, , ;

 — розв’язків немає;


б)	, ;

 — розв’язків немає;



в)	,  або ;


 ;

 — розв’язків немає;



г)	,  або ;


 ;

 — розв’язків немає;



д)	, , ;


,  — розв’язків немає;



е)	, , ;


,  — розв’язків немає.

3. 

, .
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