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Індивідуальне заняття з математики з обдарованими учнями
«Побудова діаграм Вороного та розрахунок 
її елементів: ребер та вершин»
підготувала вчитель – методист,

вчитель математики

Прилуцької гімназії № 1

ім. Георгія Вороного

Минка Галина Володимирівна

Мета: Дослідити принципи побудови діаграм Вороного Підібрати вправи для вивчення та застосування діаграм Вороного Показати можливість вивчення діаграм Вороного в загальноосвітній школі та подати зразок практичного застосування діаграми Вороного.
Хід заняття

Вступне слово учителя. Георгій Феодосійович Вороний народився 16(28) квітня 1868 року в містечку Журавка колишньої Полтавської губернії (нині Варвинський район Чернігівської області). Георгій до п’ятого класу навчався в Бердянській гімназії, а в 1885 році закінчив гімназію в Прилуках. 
В архівах збереглась характеристика Вороного-гімназиста, в якій, зокрема, відмічається: «При чудових здібностях має, незважаючи на свій молодий вік, досить розвинутий розум і надто серйозну любов до навчання, з усіх предметів гімназичного курсу здобув знання дуже добрі, а в математиці, до якої має особливу прихильність і покликання, здобув знання визначні з низки учнівських успіхів в математиці».

Про неабиякі математичні здібності і серйозне захоплення математикою Вороного свідчить і той факт, що перше своє дослідження він зробив у 16 років, будучи ще гімназистом. Сталося це так. У 1884 році видатний  математик і педагог, тоді ще молодий професор Київського університету, Володимир Петрович Єрмаков почав видавати в Києві «Журнал елементарної математики», в якому була запропонована для дослідження така тема: «Розклад многочленів на множники, побудований на властивостях коренів квадратного рівняння». Роботу на вказану тему редакція одержала від Георгія Вороного і в 1885 році в журналі була надрукована його перша стаття, у якій крім розв’язання поставленої задачі наводилась значна кількість прикладів.
Діаграми Вороного використовують у багатьох наукових центрах світу. Їм присвячено сотні статей. В Англії поняття про діаграми Вороного вводять навіть у програму шкільної освіти. 1992 року в Англії видано монографію Окабе, Бутс, Сугіхара «Поняття та застосування діаграм Вороного». У підручнику «Геометрія 10 клас» подано задачу на розрахунок рівнянь ребер діаграми Вороного та знаходження його вершини.
Ці математичні об’єкти будуються на основі праці Вороного 1908 року «Дослідження про примітивні паралелоедри».

Потреба розшарування простору на окремі клітини для математичного опису певних процесів виникає в сучасних дослідженнях в самих різних галузях знань: мікробіології, офтальмології, радіаційній фізиці, фізичній хімії, астрономії, астрофізиці тощо. Так виникли поняття «області Діріхле» в математиці, «многокутника Тіссена» у географії, «клітини Мейєрінга» в металургії, «S-мозаїк» в екології, «клітини Вігнера-Зейтса» у кристалографії. Метод Вороного дає можливість використати математичний апарат теорії додатних квадратичних форм, тому в переважній більшості досліджень термінологію уніфіковано, отже, загальновживаними є терміни: «діаграми Вороного», «клітини Вороного», «мозаїки Вороного», «розбиття Вороного».

Не менш важливою є роль діаграм Вороного також у таких практично орієнтованих галузях, як комп’ютерна графіка, геометричне моделювання, конструювання роботів, розпізнавання образів, побудова географічних інформаційних систем тощо.

Класична задача поштових відділень є однією з перших задач обчислювальної геометрії. В якійсь місцевості є п поштових відділень. І людина, знаходячись у певному місці, запитує про найближче поштове відділення. Проблема розв’язується шляхом побудови діаграми Вороного для всіх поштових відділень. Місцеположення людини буде віднесено до однієї з областей, і поштове відділення, яке в ній знаходиться, буде найближчим.

Знаходження ребер і вершин діаграм Вороного
Задача області близькості. На площині задана множина S, яка містить N точок. Необхідно для кожної точки множини S визначити локус точок (x, y) на площині, для яких відстань до даної точки менша, ніж до будь - якої іншої точки множини S.

Якщо є дві точки А та В, то множина точок, більш близьких до А ніж до В, є півплощина, що визначається серединним перпендикуляром до відрізка АВ. Позначимо цю півплощину через H(А, В). Множину точок, більш близьких до А ніж до довільної іншої точки, будемо позначати через V(А). Вона отримується в результаті перетину N - 1 півплощин. Ця множина є опуклим многокутником, який має не більш ніж N - 1 сторону.

Означення. Область V(А) називається многокутником Вороного, яка відповідає точці А. Отримані таким чином N областей утворюють розбиття площини, яке називається діаграмою Вороного. Діаграму Вороного множини точок S будемо позначати через Vor (S).

Кожна вершина діаграми Вороного є точкою перетину трьох ребер діаграми.

Розглянемо конкретну задачу. На діаграмі Вороного зображено три антени А, В, С, їх координати та області обслуговування. Ребра ОМ, ОР, ОК клітин на діаграмі Вороного будуються як серединні перпендикуляри до відрізків АВ, ВС, АС відповідно. Запишіть рівняння ребер діаграми Вороного і координати точки О – вершини діаграми Вороного.
[image: image1.emf]
Розв’язання.

Перший спосіб.

Застосуємо метод координат. Оскільки серединний перпендикуляр до відрізка є геометричним місцем точок рівновіддалених від кінців відрізка, то для довільної точки Н(х, у) ребра ОМ маємо: АН = ВН, тобто 
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Аналогічно для ребра ОК 
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Для ребра ОР 
[image: image8.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

5

5

3

1

-

+

-

=

+

+

-

y

x

y

x

, 
[image: image9.wmf]40

16

8

=

+

y

x

. Рівняння ребра ОР 
[image: image10.wmf]5

2

+

-

=

y

x

.

Для знаходження координати точки О розв’яжемо систему:
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Координати вершини діаграми Вороного О(3; 1).
Другий спосіб.

Використаємо рівняння прямої. Напишемо рівняння прямої АВ: 
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[image: image19.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

-

2

5

3

;

2

5

1

, або 
[image: image20.wmf](

)

4

;

2

. Рівняння ребра ОМ 
[image: image21.wmf])

2

(

3

4

-

-

=

-

x

y

 або 
[image: image22.wmf]10

3

+

-

=

x

y

.
Аналогічно для ВС: 
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Середина відрізка 
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Для АС маємо: 
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Координати точки О отримуємо розв’язавши систему: 
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Відповідь: 
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, О(3; 1).

Принципи побудови діаграм Вороного
Розподіляємо «територію» між чотирма «пунктами» Р1, Р2, Р3, Р4. для цього проводимо серединні перпендикуляри: а до відрізка Р1Р2, с до відрізка Р1Р4, d до відрізка Р2Р4. Вони перетинаються у вузлі А. Аналогічно a, f, d перетинаються у вузлі В. Відрізок АВ – це відрізок розділяючого ланцюга. Промені d і с з початком в точці А та промені b і f з початком В дають ребра діаграми Вороного.

[image: image42.emf]
Додаємо «пункт» Р5. проводимо серединні перпендикуляри l, k, m, отримуємо вершини C і D. Утворена діаграма Вороного для п’яти точок.

[image: image43.emf]
Аналогічно продовжуємо побудову додаючи «пункти» Р6, Р7, Р8. Таким чином утвориться діаграма Вороного для 8 точок.
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Приклади для вивчення діаграм Вороного

Розв’язати вправи:
1. Побудувати діаграму Вороного для довільного набору а) п’яти точок, б) шести точок; в) семи точок.

2. Довести, що кожні три точки діаграми Вороного належать колу з центром у її вершині.

3. Написати рівняння ребер діаграми Вороного та знайти її вершину для точок
а) А(-2; 1), В(4; 5), С(4; -2); 
б) А(0; 1), В(6; 4), С(3; -2); 
в) А(-1; 3), В(5; 4), С(6; -2).
4. Виконати розподіл деякої території (на вибір) між вісьмома обраними пунктами.
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