[bookmark: _Toc522375493]РОЗДІЛ 1.  

ТИПИ  ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ  РІВНЯНЬ
ТА  СПОСОБИ  ЇХ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
Тригонометричним називають рівняння, що містять невідоме (змінну) тільки під знаком тригонометричних функцій. Такими є рівняння:

cos 3x = sin x;     ,     sin 3x + sin 5x = sin 4x   і т.д.



Рівняння ; ;  і т.д. не є тригоно-метричними, вони відносяться до типу трансцендентних рівнянь і, як правило, розв’язуються наближено або графічно.
Може трапитися так, що рівняння не є тригонометричним згідно з визначенням, проте воно може бути зведене до тригонометричного. Наприклад, (x – 6)  2cos 2x = x – 6. Ми бачимо, що (x – 6) не міститься під знаком тригонометричних функцій, однак після перетворень дістанемо:
(х – 6)· (2cos 2x – 1) = 0,
звідки  x = 6  або  cos 2x = 1/2.
Розв’язати тригонометричне рівняння означає знайти всі його корені – всі значення невідомого, що задовольняють рівняння.
При розв’язуванні тригонометричних рівнянь ми будемо користуватися відомими тригонометричними формулами. Найпростішими тригонометрич-ними рівняннями є:  sin x = a  та   cos x = a,  де  | а | ≤ 1,   tg x = a   та   ctg x = a, де a  R. Розв’язання різних видів тригонометричних рівнянь, як правило, зводиться до розв’язування найпростіших тригонометричних рівнянь.
Перейдемо до розгляду тригонометричних рівнянь різних типів.
1.1. Найпростіші тригонометричні рівняння
Рівняння виду  sin x = a.
Рівняння виду  sin x = a  може мати розв’язки лише при | а | ≤ 1. Відомо, що розв’язки цього рівняння знаходять за формулою:
x = (–1)n arcsin a + πn,   де   n  Z.
Корисно пам'ятати, що  arcsin (–a) = – arcsin a.

Приклад 1. Розв’язати рівняння  .

Розв’язання: , де   n  Z ,


тобто ,      .

Відповідь: , де   n  Z .
Рівняння виду  cos x = a.
Рівняння виду  cos x = a  має розв’язки лише при | а | ≤ 1. Розв’язки цього рівняння знаходять за формулою:
x = ± arccos a + 2πn,   де   n  Z.
Корисно пам’ятати, що  arccos (–a) = π – arccos a.
Рівняння виду  tg x = a,   a  R.
Розв’язки даного рівняння знаходять за формулою:
x = arctg a + πn,   де   n  Z.
Корисно пам'ятати, що  arctg (–a) = – arctg a.
Рівняння виду  ctg x = a,   a  R.
Розв’язки рівняння знаходять за формулою:
x = arcctg a + πn,   де   n  Z.
Корисно пам'ятати, що  arcсtg (–a) = π – arсctg a.
При розв’язанні найпростіших тригонометричних рівнянь у випадках  a = ± 1,  a = 0  можна використовувати тригонометричне коло.


1.2. Рівняння, що зводяться до алгебраїчних
До такого типу рівнянь відносять рівняння, що зводяться до однієї і тієї ж функції щодо одного і того ж аргументу.
Тригонометричні рівняння
a sin2 x + b sin x + c = 0,
a tg 3 3x + b tg2 3x + c tg 3x + d = 0
вже зведені до алгебраїчних. Дійсно, зробивши в них відповідно заміну sin x = y,   tg 3x = t,  отримаємо рівняння, ліва частина яких є многочленом:
ay2 + by + c = 0,
at3 + bt2 + ct + d =0.
Розв’язавши кожне з них, знайдемо відповідні значення sin x  та  tg 3x.
Рівняння виду
a sin2 x + b cos x + c = 0,
a cos2 x + b sin x + c = 0
можна звести до алгебраїчних, застосувавши основну тригонометричну тотожність  sin2 x + cos2 x = 1:
a cos2 x – b cos x – (a + c) = 0,
a sin2 x – b sin x – (a + c) = 0.
Алгоритм розв’язування тригонометричних рівнянь, що зводяться до алгебраїчних:
1). Введемо заміну  t.
2). Знаходимо корені алгебраїчного рівняння, що утворилось.
3). Повертаємося до заміни і розв’язуємо найпростіше тригонометричне рівняння.
4). Записуємо відповідь.
Приклад 2. Розв’язати рівняння  2 sin2 x + sin x – 1  = 0.
Позначимо  sin x = t,  зауважимо, що ׀  t ׀ ≤ 1:
2t2 + t – 1 = 0;

t1 = – 1,   t2 = ; звідси

sin x  = –1                     або                    sin x  = ;


,   де   n  Z ,                  ,   де   k  Z.


Відповідь: ,   ,   де   n, k  Z.
Приклад 3. Розв’язати рівняння  8 sin2 x + cos x + 1  = 0.
8(1 – cos2 x) + cos x + 1  = 0,
– 8 cos2 x + cos x + 9  = 0,
позначимо  cos x = t,  причому ׀  t ׀ ≤ 1:      8t2 – t – 9 = 0,

t1 = – 1,   t2 = – сторонній корінь, отже
cos x  = –1,

,   де   n  Z.
1.3. Однорідні тригонометричні рівняння
Рівняння виду
a sin x + b cos x = 0,
a sin2 x + b sin x cos x + c cos2 x = 0,
a sin3 x + b sin2 x cos x + c sin x cos2 x + d cos3 x = 0
і т.д., тобто рівняння, в яких сума показників степенів при  sin x  та  cos x       у всіх членів рівняння однакова і дорівнює k, називають однорідними рівняннями степеня  k  щодо sin x  та  cos x.
Наведені рівняння мають відповідно перший, другий та третій степінь.
Розглянемо однорідне рівняння другого степеня
a sin2 x + b sin x cos x + c cos2 x = 0.
Попередньо доведемо, що  cos x ≠ 0. Якщо  cos x = 0, тоді з рівняння отримаємо, що sin x = 0; але цього не може бути, тому що sin2 x + cos2 x = 1. Тепер поділимо рівняння на  cos2 x:
a tg2 x + b tg x + c = 0 –
дістали тригонометричне рівняння, що зводиться до алгебраїчного.
Таким чином, діленням на  cosk x, де  k – степінь однорідного рівняння, рівняння зводиться до алгебраїчного рівняння щодо функції  tg x.
При розв’язуванні однорідних тригонометричних рівнянь застосовуємо алгоритм:
1). Поділимо обидві частини рівняння на cosk x ≠ 0.
2). Введемо заміну  t = tg x.
3). Знаходимо корені алгебраїчного рівняння, що утворилось.
4). Повертаємося до заміни і розв’язуємо найпростіше тригонометричне рівняння.
5). Записуємо відповідь.

Приклад 4. Розв’язати рівняння  3 sin2 x + sin x  cos x – 2 cos2 x = 0.
Маємо однорідне тригонометричне рівняння другого степеня. Поділимо рівняння на  cos2 x  (cos x ≠ 0)  та позначимо  tg x = t:
3 tg2 x + tg x – 2 = 0,
3 t 2 + t – 2 = 0,

t 1 = – 1;     t 2 = ;

tg x = – 1                         або                    tg x = ;


,   де   n  Z ,                  ,   де   k  Z.


Відповідь: ,  ,   де   n, k  Z.
Зауважимо, що до однорідного можна звести і рівняння виду
a sin2 x + b sin x cos x + c cos2 x = d       (d ≠ 0).
В цьому випадку праву частину рівняння можна записати у вигляді  d  (sin2 x + cos2 x).
Приклад 5. Розв’язати рівняння  12 sin2 x + 3 sin 2x – 2 cos2 x = 2.
Дане рівняння можна перетворити в однорідне:
12 sin2 x + 6 sin x cos x – 2 cos2 x = 2 (sin2 x + cos2 x),
10 sin2 x + 6 sin x cos x – 4 cos2 x = 0.
Поділимо рівняння на  cos2 x  (cos x ≠ 0):
10 tg2 x +6 tg x – 4 = 0,

tg x = – 1                         або                    tg x = ;


,   де   n  Z ,                  ,   де   k  Z.


Відповідь: ,   ,   де   n, k  Z.
1.4. Рівняння, які розв’язуються
розкладанням на множники:
При розв’язуванні рівнянь цим методом потрібно користуватися всіма відомими способами розкладання на множники алгебраїчних виразів. Це винесення за дужки загального множника, групування, застосування формул скороченого множення і штучні прийоми. Необхідно також пам’ятати відомі тригонометричні формули.
Приклад 6.



             
Приклад 7.  2 sin3 x – cos 2x – sin x = 0.
Згрупуємо перший член з третім, та скористаємось формулою  cos 2x = 1 – 2 sin2 x:
(2 sin3 x – sin x) – (1 – 2 sin2 x) = 0,
sin x (2 sin2 x – 1) – (1 – 2 sin2 x) = 0,
(2 sin2 x – 1)  (sin x + 1) = 0,




                  
1.5. Рівняння, які розв’язуються за допомогою
формул додавання тригонометричних функцій:
Для розв’язання даного типу застосовуються формули перетворення суми тригонометричних функцій у добуток.
Так рівняння  sin αx = sin x  розв’язується наступним чином:

,

,


Аналогічно розв’язується рівняння  cos αx = cos x.
Рівняння  sin αx = cos x  розв’язується за допомогою формул зведення:

.
Рівняння  tg αx = tg x  та  tg αx = ctg x  також розв’язуються за допомогою формул перетворення суми тригонометричних функцій у добуток.
1.6. Рівняння, які розв’язуються за допомогою
формул пониження степеня
Спрощення деяких тригонометричних рівнянь можна досягти шляхом пониження їх степеня. Якщо показники степенів синусів та косинусів в рівнянні всі є парними, то пониження степеня відбувається за формулами половинного аргументу.

Приклад 8. .

.
Позначимо  cos 2x = t:

,

,

,

,



            

Відповідь: ,   де   m  Z.
1.7. Рівняння виду  a sin x + b cos x = c
Рівняння  a sin x + b cos x = c, де  a, b, c – довільні дійсні числа, що одночасно не дорівнюють нулю, можна розв’язувати різними способами.
1-й спосіб – введення допоміжного кута.
Ми знаємо, що якщо  a2 + b2 = 1, то існує такий кут φ, що
а = cos φ,   b = sin φ
або навпаки. Поділимо рівняння  a sin x + b cos x = c  на додатковий множник

. Дістанемо

,


перше число    можна прийняти за косинус деякого кута  φ, тоді – це синус цього кута φ, тобто


,      .
У такому випадку рівняння набуде вигляду:



або   .
Це рівняння має розв’язки, якщо  с2  a2 + b2, тоді

,   де   n  Z,

,   де   n  Z,


Кут  φ  знаходиться з умови  , тобто  .

Відповідь: ,   де   n  Z.
Приклад 9: Розв’язати рівняння  5 sin x – 12 cos x = 13.

Розв’язання: розділимо обидві частини рівняння на , отримаємо

.


Введемо допоміжний кут , для якого ,  , тоді рівняння запишеться у вигляді:

,

тобто  .


Звідки  ,  n  Z,    ,  n  Z,  тобто

,  n  Z.
2-й спосіб – зведення до однорідного рівняння.


В рівнянні  a sin x + b cos x = c  перейдемо до функцій половинного аргументу:  ,  , тоді рівняння набуде вигляду

,

.
3-й спосіб – за допомогою універсальної тригонометричної підстановки.
1.8. Універсальна тригонометрична підстановка

Багато тригонометричних рівнянь можна розв’язати за допомогою так званої універсальної тригонометричної підстановки  .  Тоді



,     ,     .

Слід зазначити, що застосування цієї підстановки може призводити до звуження ОДЗ вихідного рівняння, оскільки  не визначено в точках х = π + 2πk, тому в таких випадках потрібно перевіряти, чи будуть кути х = π + 2πk   коренями вихідного рівняння.
Приклад 10. Розв’язати рівняння  sin x + cos x = 1.

За формулами універсальної тригонометричної підстановки   вихідне рівняння набуде вигляду:

.

,

,

,



           
1.9. Метод оцінювання лівої та правої частин рівняння
Деякі тригонометричні рівняння можна розв’язати, оцінивши їх праву та ліву частину:
[bookmark: _Toc522375495]Приклад 10. Розв’язати рівняння  tg x + ctg x = 2.

Відомо, що для всіх додатних a справедливою є нерівність , тому в заданому рівнянні рівність досягається лише за умови
tg x = 1.
Приклад 11. Розв’язати рівняння  sin x + sin 5x = 2.



Оскільки    та  , то задане рівняння рівносильне системі  
Приклад 12. Розв’язати рівняння  sin2 3x + sin2 5x = 0.



Оскільки    та  , то задане рівняння рівносильне системі  




















РОЗДІЛ 2.

 ДЕЯКІ ЗАУВАЖЕННЯ ЩОДО ЗАПИСУ
МНОЖИНИ РОЗВ’ЯЗКІВ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ РІВНЯНЬ
[bookmark: _Toc522375496]Зауваження 1. В більш складних прикладах форма запису множини розв’язків неоднозначна, проте ідентичність різних форм запису завжди можна довести за допомогою тотожних перетворень. Різні форми запису зазвичай пояснюються різними методами розв’язування задач.
Наприклад, при розв’язуванні деякої задачі дістали дві форми запису розв’язків:

І.  .

ІІ.  .

Але  =


= , оскільки  .
Зауваження 2. Часто множина розв’язків тригонометричного рівняння записується за допомогою декількох формул (серій). Інколи їх можна об’єднати та отримати простіший запис відповіді.
Наприклад, запис відповіді у вигляді

І.  
зручніше записати так:

ІІ.  .
В прикладі 8 ми скористались цим зауваженням.
Зауваження 3. Трапляється, що при розв’язуванні тригонометричних рівнянь одна й та сама множина розв’язків (серія) наводиться декілька разів. В цих випадках необхідно в остаточному записі відповіді ці повторення вилучити.
Наприклад, розв’язуючи задачу, дістали

І.  .
В даному випадку, всі розв’язки першої серії входять до другої (при k = 5n + 2). Тому, остаточний запис відповіді матиме вигляд:

ІІ.  .
Зауваження 4. У випадку, коли знайдені множини розв’язків (серії) лише частково перетинаються, ця спільна частина при записуванні остаточної відповіді має бути наведена лише один раз без повторень.
Наприклад, запис відповіді у вигляді

І.  
є некоректним. Правильно записати:

ІІ.  .
Виявити перетин множин розв’язків або можливість їх об’єднання легко за допомогою тригонометричного кола, зобразивши точки кожної серії.

Приклад 13. Розв’язати рівняння  .
За формулами пониження степеня, дістанемо

,

,

,

,

,



              
Серед точок третьої серії містяться всі точки першої серії, тому при остаточному записі відповіді їх вилучаємо.
[bookmark: _GoBack]
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