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ВСТУП
Задачі з параметрами є однією з найважчих задач курсу елементарної математики . Їхнє розв’язання по сутті це є дослідження функцій, що входять в умову задачі, і подальше розв’язання рівнянь або нерівностей з числовими коефіцієнтами. При розв’язуванні рівнянь (нерівностей) з параметрами потрібно з’ясувати, при яких значеннях параметра задане рівняння (нерівність) має розв’язок, і знайти всі ці розв’язки . У тому випадку, коли хоча б одне з допустимих значень параметра не досліджено, задача не вважається  повністю розв’язаною.
Протягом тривалого часу задачі з параметрами входять в екзаменаційні білети з математики для абітурієнтів вищих навчальних закладів, а в останні роки такі задачі пропонуються й при складанні ЗНО. 
Як правило, не всі абітурієнти можуть розв’язати подібні задачі, що приводить до зниження оцінки за письмову роботу, і часто саме через це не вистачає потрібної кількості балів при зарахуванні до вищого навчального закладу.
Загальноосвітня школа з багатьох причин не може навчити своїх учнів розв’язувати задачі з параметрами. Це дуже важкий матеріал, що вимагає великої кількості часу; крім того, перш ніж приступати до розв’язання подібних задач учень повинен досконало оволодіти загальним курсом математики.Для розв’зування рівнянь з параметрами не потрібно спеціальних знань, що виходять за межі шкільної програми. Проте необхідність у проведенні досліджень значно ускладнює розв’язань цього типу.Розв’язування задач з параметрами потребує знань властивостей елементарних функцій (область визначення, множина значень, проміжки зростання і спадання функції), властивостей рівнянь (рівносильність та нерівносильність перетворень), вміння проводити  дослідження, не випускаючи ніяких випадків. Крім того, для застосування графічних методів потрібні вміння виконувати побудову графіків функції та проводити графічні дослідження, що відповідають різним значенням параметра.
Мета моєї роботи полягає у тому, аби спробувати показати  учням середньої школи,  як можна навчитися розв’язувати задачі з параметрами і міцно засвоїти різні методи, що застосовуються в процесі їх розв’язання, а вчителям - що задачи з параметрами є дуже вдалий і ефективний спосіб активізації пізнавальної діяльності учнів та формування творчої особистості.
Гіпотеза дослідження – якщо в процесі навчання математики використовувати систему задач із параметрами, яка містить їх як моделі реальних систем і процесів, їх дослідження, а також узагальнення математичних задач і тверджень, реалізуючи при цьому дидактичні і психологічні принципи розвиваючого навчання, то це буде сприяти інтелектуальному розвитку учнів, підвищенню їх інтересу до математики як навчального предмета, розвитку дослідницьких умінь і загального рівня математичної підготовки.
Теоретичне значення дослідження полягає в тому, що:
1)запропонована система задач з параметрами у всіх розділах шкільної програми алгебри;
 2) запропоновані аналітичні способи досліджень при розв’язанні рівнянь та нерівностей з параметрами;
Легко розв’язати таку нову задачу, яка схожа на розв’язану раніше.  Однак задачі з параметрами часто не схожі одна на одну і за аналогією їх розв’язувати не можна. 
Розв’язування задач з параметрами розвиває абстрактне мислення, спонукає до пошукової діяльності, формує навички аналіз Це важливо для математичного розвитку особистості – якості, що застосовується під час розв’язування прикладних задач з фізики, інформатики, економіки тощо. 
Актуальність дослідження:
·  практичне використання під час здачі ДПА ,ЗНО, вступу до ВНЗ;

· збагачення математичної культури 

· підвищення логічних та технічних можливостей;

· вироблення навичок дослідницької діяльності .

РОЗДІЛ 1. РІВНЯННЯ В ЗАДАЧАХ З ПАРАМЕТРАМИ
1. Лінійні рівняння з параметром

Задачі з параметрами відіграють важливу роль у формуванні логічного мислення й математичної культури в школярів, але їхнє рішення викликає в них значні труднощі. Це пов'язане з тим, що кожне рівняння з параметрами являє собою цілий клас звичайних рівнянь, для кожного з яких повинне бути отримане рішення. Такі задачі пропонуються на єдиному державному іспиті й на вступних іспитах у вузи .
Розв’язування рівнянь з параметрами визначається залежно від допустимих значень параметрів. Параметр – це змінна або постійна величина в рівняннях, яка не розглядається як така, що треба знайти, а навпаки, корені рівняння знаходять залежно від цієї величини.
Означення. Рівнянням з параметрами [image: image1172.png]X

0

?

1



 називаємо рівняння виду:F([image: image2.png]


‚[image: image3.png]


‚[image: image4.png]


,…[image: image5.png]


) (1.1.1), де [image: image6.png]


 — шукана невідома.
Значення шуканого невідомого [image: image7.png]


 залежить від значення параметрів.
Значення параметрів[image: image8.png]


‚[image: image9.png]


 ,…[image: image10.png]


  при яких вираз F([image: image11.png]


‚[image: image12.png]


‚[image: image13.png]


 ,…[image: image14.png]


)  має зміст при деяких значеннях [image: image15.png]


, називають допустимими. Множину всіх допустимих систем значень параметрів рівняння (1.1.1) називають областю зміни параметрів цього рівняння.
Розв’язати рівняння з параметрами означає знайти всі розв’язки цього рівняння для кожної допустимої системи значень параметрів.
Щоб розв’язати рівняння (1.1.1) треба:
1) визначити область допустимих значень параметрі[image: image16.png]


‚[image: image17.png]


,..[image: image18.png]



2) розв’язати рівняння (1.1.1) відносно х і подати невідоме х у вигляді функції [image: image19.png]


=[image: image20.png]


‚[image: image21.png]


 ,…[image: image22.png]


 )від параметрів;

3) з’ясувати, при яких допустимих значеннях параметрів значення функції [image: image23.png]


 =[image: image24.png]


‚[image: image25.png]


 ,…[image: image26.png]


 ) є розв’язками даного рівняння;

4) розглянути рівняння (1.1.1) при таких допустимих значеннях параметрів, при яких його не можна розв’язати відносно [image: image27.png]


 і з’ясувати чи має рівняння при цих значеннях параметрів розв’язки і, якщо має, то які.

Означення. Рівняння виду[image: image28.png]


+b=0(1.1.2), де [image: image29.png]


 — невідоме, [image: image30.png]a.D



— параметри, називають лінійним рівнянням з параметрами.
1. Якщо[image: image31.png]Al



, то рівняння (1.1.2) має єдиний розв’язок:    [image: image32.png]



2. Якщо[image: image33.png]


, то рівняння (1.1.2) має безліч розв’язків.

3. Якщо [image: image34.png]


, то рівняння (1.1.2) не має розв’язків.

Приклад 1.1.1.
При якому значенні параметра [image: image35.png]


 рівняння([image: image36.png]


1)[image: image37.png]


=[image: image38.png]


+[image: image39.png]


3 має безліч розв’язків?
1. Використовуючи схему дослідження лінійного рівняння, маємо:
[image: image40.png]b -1=0
b* +2b-3=0.




Розв’язуючи цю систему, дістанемо:
[image: image41.png]


   отже, [image: image42.png]


 =1.
Відповідь. При [image: image43.png]


 =1 система рівнянь має безліч розв’язків.
Приклад 1.1.2.
При якому значенні параметра b рівняння ([image: image44.png]


+2)[image: image45.png]


=[image: image46.png]


+2 не має розв’язку?
1. Після перетворення рівняння до виду
[image: image47.png](B> +36+2) =2b+2.




Останнє рівняння не має розв’язків якщо
[image: image48.png]b +3b+2=0
2b+2 =0




звідки
[image: image49.png]



Відповідь.[image: image50.png]


 = [image: image51.png]


2.
Приклад 1.1.3.
Розв’язати рівняння[image: image52.png]


залежно від параметрів[image: image53.png]


 і b.
Розв’язання.
1. Виконавши у рівняння [image: image54.png]


 тотожні перетворення, дістанемо:                                   [image: image55.png]



1) якщо [image: image56.png]


≠0, то [image: image57.png]


 =[image: image58.png]


 при будь – якому b;

2) якщо [image: image59.png]


 = 0, то при b= [image: image60.png]


3 рівняння набуває вигляду 0х=0, тобто коренями рівняння є всі числа;

3) якщо [image: image61.png]


= 0 і b ≠ [image: image62.png]


3, дістанемо 0[image: image63.png]


 = b+3 ≠0, така рівність неможлива, тому рівняння коренів не має.

Відповідь:при [image: image64.png]


≠0 і будь – якому b  [image: image65.png]


=[image: image66.png]


;
при  [image: image67.png]


 =0 і b = [image: image68.png]


3 корені рівняння – всі числа;
при  [image: image69.png]


=0 і b≠0 коренів немає.
Відповідь:при [image: image70.png]


≠0 і будь – якому b[image: image71.png]


 =[image: image72.png]


;
при  [image: image73.png]


 =0 і b = [image: image74.png]


3 корені рівняння – всі числа;
при  [image: image75.png]


 =0 і b≠0 коренів немає.
Приклад 1.1.4.
Розв’язати рівняння :([image: image76.png]


1)([image: image77.png]


 +1)[image: image78.png]


 – [image: image79.png]


1 =0 залежно від [image: image80.png]


.
Розв’язання.
1.Запишемо рівняння у вигляді: ([image: image81.png]


1)([image: image82.png]


+1)[image: image83.png]


 =[image: image84.png]


+1.
2. Добуток ([image: image85.png]


 -1)([image: image86.png]


+1) дорівнює нулю при [image: image87.png]


=1 або[image: image88.png]


 = [image: image89.png]


1,
 тому розглянемо такі випадки:
1) при [image: image90.png]


 = 1 рівняння набуває вигляду 0[image: image91.png]


 = 2, яке коренів не має;
2) при [image: image92.png]


 = [image: image93.png]


1 дістанемо рівняння 0[image: image94.png]


 =0, корені якого є всі числа;
3)при |[image: image95.png]


 | ≠1 і ([image: image96.png]


1)([image: image97.png]


+1) ≠0, тому[image: image98.png]


[image: image99.png]


 =[image: image100.png]a+1 1

T x=
(a-1D(a+1) a-1




.
Відповідь:при | [image: image101.png]


| ≠1 [image: image102.png]


;
при  [image: image103.png]


 = [image: image104.png]


1 корені рівняння – всі числа;
                     при [image: image105.png]


 = 1 – коренів немає.
Приклад 1.1.5.Розв’язати рівняння[image: image106.png]


з параметрами[image: image107.png]a,b



.
Розв’язання.
1. Область допустимих значень невідомого і параметрів [image: image108.png]


 ≠0, [image: image109.png]


 ≠[image: image110.png]


.
Маємо [image: image111.png]


 = b[image: image112.png]


, (b+1)[image: image113.png]


 =[image: image114.png]



2. Якщо b = [image: image115.png]


1, [image: image116.png]


 = 0, то рівняння [image: image117.png]


= b[image: image118.png]


, (b+1)[image: image119.png]


 = [image: image120.png]


 набирає вигляду 0[image: image121.png]


 = 0. Це рівняння справджується для будь – яких значень [image: image122.png]


, що входять до області допустимих значень.
3. Якщо b = [image: image123.png]


1,[image: image124.png]


≠ 0, то рівняння набуває вигляду 0[image: image125.png]


 = [image: image126.png]


. Коренів немає.
4. Якщо b ≠ [image: image127.png]


 1, то рівняння має єдиний розв’язок [image: image128.png]


= [image: image129.png]b+1



.
Перевіримо, при яких значеннях параметрів [image: image130.png]


 і b утворений корінь задовольняє рівняння.
Виходячи з умови, [image: image131.png]


≠0 та [image: image132.png]


–[image: image133.png]


≠0,Отже,[image: image134.png]b+1



≠0 та[image: image135.png]


[image: image136.png]b+1



≠0. Звідси [image: image137.png]


≠ 0 та b ≠ 0.
Висновок:
1. якщо b = [image: image138.png]


1, [image: image139.png]


=0, то рівняння має безліч коренів, тобто має смисл при будь – яких дійсних [image: image140.png]


, крім [image: image141.png]


 = 0, [image: image142.png]


 =[image: image143.png]



 2. Якщо b – 1, [image: image144.png]


≠0, то розв’язків немає. 
3. Якщо [image: image145.png]


 ≠ 0,[image: image146.png]


 ≠ 0, b ≠ 0, то [image: image147.png]


 = [image: image148.png]6 + 1



.
1.2. Квадратні рівняння з параметром
Рівняння виду [image: image149.png]2
ax” +bx+c=0,



 де [image: image150.png]


 — шукане невідоме, [image: image151.png]


 — параметри, [image: image152.png]


 називається квадратним рівнянням з параметрами.
Корені квадратного рівняння знаходимо за формулою:
[image: image153.png]


, де [image: image154.png]D =b* —4aqc.



(1.2.1)
1. Якщо [image: image155.png]


 то рівняння має 2 дійсні корені.

2. Якщо [image: image156.png]


, то рівняння має єдиний корінь.

3. Якщо [image: image157.png]


, то рівняння не має дійсних коренів.

Для коренів [image: image158.png]


 і [image: image159.png]


  квадратного рівняння виконуються наступні теореми, для чого розглянемо деякі властивості квадратного тричлена. Виділяючи повний квадрат, дістанемо формулу:
[image: image160.png]2

_ b* - 4ac

ax2+bx+c=a(x+i)
da

2a



(1.2.2)
із якої маємо, що графік квадратичної функції отримується із графіка функції [image: image161.png]2
ax



 за допомогою 2-х паралельних переносів — зсуву на вимогу           [image: image162.png]


  вздовж осі ОХ і зсуву на величину [image: image163.png]dac - b°
da



 вздовж осі ОУ.
Тому координати визначаються параметром
[image: image164.png]


[image: image165.png]B

- dac - b*
4a



(1.2.3)
Віссю симетрії параболи є пряма: [image: image166.png]



Теорема (Вієта). Між коренями [image: image167.png]


 і [image: image168.png]


 квадратного рівняння [image: image169.png]2
ax”- +6x+c=0



 існують співвідношення:
[image: image170.png]X, +x,=-b/a;

X, "x,=cla.



(1.2.4)
Теорема. Для того щоб корені квадратного рівняння мали однакові знаки, необхідно і достатньо виконання співвідношень:
[image: image171.png]D =b*-4ac>0,



[image: image172.png]c
X, x, =—>0



(1.2.5)
при цьому обидва корені будуть додатні, якщо додатково виконується умова[image: image173.png]a



(1.2.6)
і обидва кореня будуть від’ємні, якщо[image: image174.png]


(1.2.7)
Теорема. Для того щоб корені квадратного рівняння мали різні знаки, необхідно і достатньо щоб виконувалися співвідношення[image: image175.png]X1 "Xy

£<O.



(1.2.8)
Наведемо також теореми про розташування коренів квадратного рівняння.
Теорема. Нехай числа [image: image176.png]


 і [image: image177.png]


[image: image178.png](xl < xz)



 корені квадратного рівняння [image: image179.png]


 де [image: image180.png]f(x)= ax’ +bx +c,



[image: image181.png]D =b*-4ac>0,



[image: image182.png]


 і дані деякі точки [image: image183.png]


 і [image: image184.png]


 на осі [image: image185.png]



Тоді:

1. Обидва корені менше числа [image: image186.png]


, тобто[image: image187.png]x, < A



 і [image: image188.png]x, <A



тоді і тільки тоді, коли:
[image: image189.png]


або[image: image190.png]


(1.2.9)
2. Корені лежать по різні боки від числа [image: image191.png]


 тобто[image: image192.png]x, <A<x,




тоді і тільки тоді, коли
[image: image193.png]


 або[image: image194.png]f(A)> 0.



(1.2.10)
3. Обидва корені більше числа [image: image195.png]


, тобто [image: image196.png]x, > A



 і [image: image197.png]x, > A



 тоді і тільки тоді,коли[image: image198.png]a>0
X, > A

f(4)>0



   або   [image: image199.png]a<(
X, > A

f(A)< 0.



(1.2.11)
4. Обидва кореня між точками [image: image200.png]


 і [image: image201.png]


 тобто [image: image202.png]A<x,<B



 і [image: image203.png]A<x,<B



 тоді і тільки тоді, коли:
[image: image204.png]a>()
A<x,<B
f(A)>O
f(B)>O



   або   [image: image205.png]a<0
A<x,<B
f(A)<O
f(B)<O.



(1.2.12)
5. Корені рівняння лежать по різні боки відрізка [image: image206.png]4, B]



, тобто [image: image207.png]x,<A<B<x,



 тоді і тільки тоді
[image: image208.png]


   або [image: image209.png]


 (1.2.13)
Приклад 1.2.1. При яких значеннях [image: image210.png]


число 2 знаходиться між коренями рівняння [image: image211.png]x> +@a+5Kk+3-2a=0



?
1. Нехай [image: image212.png]


 і [image: image213.png]


 — корені квадратного рівняння причому [image: image214.png]X, < X,.



 Формалізуючи умови задачі, дістанемо
[image: image215.png]D=6a"+48a+13>0
X, <a

X, >2.




2. Якщо розв’язувати цю систему рівнянь, то будемо мати значні труднощі.
Тому користуємося п. 2 теореми
[image: image216.png]f()=2*-(4a+5)2+3-2a<0




[image: image217.png]17+6a<0=>a<—%.




Відповідь.[image: image218.png]



Приклад 1.2.2.
При якому значенні параметра b рівняння [image: image219.png](x+b) +25x* -10x+1=0



 має єдиний розв’язок?
1. Спочатку перетворюємо рівняння до виду [image: image220.png]26x> +(26-10)x +b> +1=0



.
2. Це рівняння має єдиний розв’язок, якщо його дискримінант дорівнює нулю, тобто [image: image221.png]D=02a-10f-4-26-(" +1)=0



,
Звідки [image: image222.png]254 +10a +1=0=



[image: image223.png]



Відповідь.[image: image224.png]



Приклад 1.2.3. Обчислити суму цілих значень параметра [image: image225.png]


 при яких рівняння [image: image226.png](a+7)x2+2ax+11a=0



 має два різні дійсні корені.
1. Рівняння має два різні дійсні корені якщо
[image: image227.png]a+7=0
D=4a*-4(a+7)1la>0.




Тобто:   [image: image228.png]a(lOa + 77)< 0



, [image: image229.png]a€(-7,7; 0)




2. Далі знаходимо суму цілих значень параметра [image: image230.png]


:
[image: image231.png]§=-6-5-4-3-2-1=-21.




Відповідь.[image: image232.png]



Приклад 1.2.4. Знайти кількість цілих значень параметра [image: image233.png]


 при яких сума розв’язків рівняння [image: image234.png]3x2+(@—1)x—4=0
2



 належить проміжку [image: image235.png](~2; -1)



?
1. За теоремою Вієта[image: image236.png]



Тоді  [image: image237.png]—2<—ﬂ+l<—1
6 3



або   [image: image238.png]


або[image: image239.png]8<m<14.




3. Параметр [image: image240.png]


 набуває наступних цілих значень: 9, 10, 11, 12, 13.
Відповідь. 5 цілих значень.
Приклад 1.2.5.    Знайдіть всі значення параметра а,  при яких рівняння                    
|2[image: image241.png]


 - a| + 1 = |[image: image242.png]


 + 3| має єдиний розв’язок. 
[image: image243.png]



[image: image244.png]



[image: image245.png]



Побудуємо графік правої частини рівняння.
Графік лівої частини в залежності від значення параметра буде рухатись вздовж осі O[image: image246.png]



[image: image1.png]


Координати точок А(-4; 0), В(-2; 0) задовольняють рівняння 
Відповідь:[image: image247.png]



Приклад 1.2.6. Розв’язати рівняння [image: image248.png]_x 2 3-a
a(x+1) x+2 a(x+1Xx+2)'




1. ОДЗ: [image: image249.png]


[image: image250.png]X # =2



[image: image251.png]a=0.




Тоді після зведення до спільного знаменника рівняння набуває вигляду
[image: image252.png]x(x+2) 2a(x+1) 3-a’
a(x+1Xx+2) a(x+1Xx+2)





або на області допустимих значень невідомого та параметра
[image: image253.png]x2+2(1—a)x+a2—2a—3=0




2. Знайдемо дискримінант цього рівняння
[image: image254.png]D=4(1-a) -4(@*-2a-3)=16




і його корені:
[image: image255.png]



[image: image256.png]



2. Враховуючи ОДЗ дістанемо:

 при[image: image257.png]a=-3
a#—2
a=0
a=l

a=2



рівняння має два корені [image: image258.png]x,=a-3, x,=a+]1.




4. Якщо
[image: image259.png]a=-3=x=-6;
a=-2=Xx=-5;
x=1=x=2;

a=2=x=3.




Приклад 1.2.7.
Розв’язати рівняння[image: image260.png]ala + 11x* = 2a*=1x+ ala-1)=0



.
Розв’язання
1. Дане рівняння при [image: image261.png]


 =0 і [image: image262.png]


=[image: image263.png]


1 є лінійним і має відповідно вид:

[image: image264.png]


=0; -[image: image265.png]


+2=0. Отже при [image: image266.png]


 =0, [image: image267.png]


=0; при [image: image268.png]


=[image: image269.png]


1, [image: image270.png]


=2.
2. Нехай [image: image271.png]


≠0 і [image: image272.png]


≠-1. Тоді, рівняння є квадратним, знайдемо його дискримінант: [image: image273.png]D=(2a%-1)

dala+Dala-1=1>0




3. Рівняння має два корені:
[image: image274.png]|
2a
= 2a(a +1)
2_ —
2q .

) 2a(a +
X1,2



. 
[image: image275.png]


; [image: image276.png]


.
Відповідь: Якщо [image: image277.png]


 =0, [image: image278.png]


=0;
                   якщо [image: image279.png]


=[image: image280.png]


1, [image: image281.png]


=2; 
                   якщо [image: image282.png]


 ≠0, [image: image283.png]


 ≠ [image: image284.png]


 1,   [image: image285.png]


; [image: image286.png]


.
Приклад 1.2.8.
[image: image287.png](a+ax-x?=1){a+1-|x-2|




 Дане рівняння рівносильне сукупності:[image: image288.png]



Виразивши параметр  [image: image289.png]


;отримаємо:                [image: image290.png]



Графік сукупності – об’єднання графіків параболи та ламаної.
Пряма [image: image291.png]


 = -1 перетинає отримане об’єднання у трьох точках. 
[image: image292.png]



Відповіть: а = [image: image293.png]


1
1.3. Ірраціональні рівняння з параметрами
Рівняння називається ірраціональним, якщо невідоме входить під знаком радикала. Розв’язування ірраціонального рівняння зводиться до звільнення від ірраціональності і розв’язку отриманого рівняння. При зведенні рівняння в степінь можуть з'явитися сторонні корені. Тому необхідно робити перевірку, чи є знайдені корені розв’язком вихідного рівняння. Основним методом розв’язування ірраціональних рівнянь є зведення обох частин рівняння в степінь. Основними способами розв’язування ірраціональних рівнянь :
1. Знаходження  ОДЗ
Знаходимо ОДЗ з умов того, що підкореневе вираження [image: image294.png]


вираження[image: image295.png]


 задовольняє умові [image: image296.png]


. При рішенні ірраціонального рівняння перевіряємо, чи входять знайдені корені в ОДЗ.
2. Піднесення рівняння до парного степеня(до непарного степеня) 
3. Метод заміни
Заміна підкореневого вираження спрощує зведення ірраціонального рівняння до раціонального.
4. Виділення повного квадрата
При рішенні ірраціональних рівнянь часто використовують прийом виділення повного квадрата.
5. Множення на сполучений вираз
6. Зведення до однорідних ірраціональних рівнянь
Рівняння виду [image: image297.png]Af? (x)+ Bf (x)g(x)+ Cg? (x)=0



називається однорідним. Воно зводиться до квадратного рівняння     заміною[image: image298.png]flx)_ g(x)
o I

76"




.       
7. Розкладання на множники
8. Рівняння з кубічними ірраціональностями
Розглянемо ірраціональні рівняння виду
[image: image299.png]


 (3)
Зведемо обидві частини рівняння в куб
[image: image300.png]F)+ g0+ 337G R eC)R/ 1) + /2 (x) - hx)



 .
Використаємо для спрощення рівняння (3)
[image: image301.png]3R gGR/n(x) = h(x)- £(x)- g(x)



. (4)
Зведемо обидві частини рівняння в куб
[image: image302.png]27 (x)g (e (x) = ((x)- £ (x)- g(x))



 .
Якщо рівняння (3) маємо корінь, то він є коренем рівняння (4). Однак рівняння (4) може мати корінь, який не є коренем рівняння (3).
Позначимо:
[image: image303.png]3’\/ﬂ_)=y1



 , [image: image304.png]3\/g( )=J/2



, [image: image305.png]3\/h( )= V3



.
Рівняння (4) приймає вигляд
[image: image306.png]()’1+y2_y3X(y1_y2)2+()’2+y3)2+()’1+y3)2)=0



 .
Це рівняння відрізняється від рівняння (3), яку можна записати у виді [image: image307.png]Vit )YV, = Vs



. Якщо рівняння (4) має зайві корені, то :[image: image308.png]V1=V



 , [image: image309.png]Y, +y;=0



, [image: image310.png]V,+y;=0



.
т. е. [image: image311.png]fx)=g(x)



 ; [image: image312.png]f(x)+ h(x)= 0



, [image: image313.png]g(x)+ h(x)= 0



. (5)
Якщо при рішенні рівняння (4) з'явилися зайві корені, то вони задовольняють системі рівнянь (5).
9. Заміна радикалів новими невідомими
Основним способом рішення складних ірраціональних рівнянь є заміна кожного радикала новим невідомої. Це дозволяє звести ірраціональне рівняння до системи алгебраїчних рівнянь.
Приклад 1.3.1. Розв’язати відносно [image: image314.png]


 рівняння:
[image: image315.png]Vxt+ax-2a = x+1



 (1.3.1)
1. Піднявши обидві частини рівняння (1.3.1) до квадрата, одержуємо:

[image: image316.png]2 2
x“+ax-2a=x"+2x+1



 (1.3.2)    або [image: image317.png](a-2)x=2a+1



 (1.3.3)
2. Нехай [image: image318.png]


, тоді рівняння (1.3.3) набуде вигляду[image: image319.png]


, тобто воно не має розв’язків.

3. Нехай [image: image320.png]


, тоді рівняння (1.3.3) набуде вигляду[image: image321.png]2a +1
x=

a-—1



. (1.3.4)

4. Для перевірки підставимо отриманий вираз (1.3.4) у ліву і праву частину рівняння (1.3.1):

а) Ліва частина
[image: image322.png]\/(2a+1)2 ,aQa+D) \/(3a-1)2
(a-2)° a-2 (a-2)°

3a-1
a-2




При [image: image323.png]


 і при [image: image324.png]


 маємо [image: image325.png]3a—1‘ 3a -1
a—2 a—2



;
При [image: image326.png]l<a<2
3



 маємо [image: image327.png]3a—1‘ 1-3a
a—2 a—2



.
б) Права частина  [image: image328.png]2a+1+ 3a -1
a—?2 a—?2





5. Звідси випливає, що [image: image329.png]2a +1
x=

a—2



 є коренем рівняння (1.5.1) при [image: image330.png]


 і при [image: image331.png]


. При [image: image332.png]l<a<2
3



 - розв’язків немає.
Відповідь:1. Якщо [image: image333.png]


 і [image: image334.png]


, то [image: image335.png]2a +1
x=

a—2



.
2. Якщо [image: image336.png]l<a<2
3



, то коренів немає.
Приклад 1.3.3.
Залежно від значення параметра [image: image337.png]


 розв’язати відносно [image: image338.png]


рівняння:
[image: image339.png]N2x+a —x-1=2



 (1.3.5)
1. Приймемо заміну[image: image340.png]


, де [image: image341.png]


. Тоді [image: image342.png]X =)

2

+1



 і рівняння (1.3.5) набуде вигляду[image: image343.png]V2V +a+2 =y+2



 (1.3.6)

2. Рівняння (1.3.6) рівносильне системі рівнянь

[image: image1169.png]


[image: image344.png]


 (1.3.7)
3. Розв’язавши перше рівняння системи (1.3.7), отримуємо:
[image: image345.png]y=2-46-a,y,=2+/6-a




4. Система (1.3.7) буде мати розв’язки у наступних трьох випадках:
а) [image: image346.png]O<y =y,



;
б) [image: image347.png]O<y <y,



;
в) [image: image348.png]y, <0



.
5. Випадок а) можливий, коли [image: image349.png]a=6y =y, =2<x=5



.
6. Випадок б) можливий, коли [image: image350.png]2—-46—-a =0



.
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Ця нерівність рівносильна системі:
[image: image351.png]6—a >0,
4=5-a.




з якої випливає, що [image: image352.png]2=<=a<6



. При таких значеннях параметра [image: image353.png]


 одержуємо два корені:[image: image354.png]Xl,

=]11-a=

6—-a




7. Випадок в) можливий, коли виконуються умови:
[image: image355.png]



Розв’язавши систему (1.3.8), знаходимо, що при [image: image356.png]


, одержуємо один корінь:
[image: image357.png]x, =ll-a+44/6-a



.
Відповідь: 1. Якщо [image: image358.png]


, то [image: image359.png]x, =ll-a+44/6-a



;
2. Якщо [image: image360.png]2=<=a<6



, то [image: image361.png]=11-a=+

6-a




3. Якщо [image: image362.png]


, то[image: image363.png]


;
4. Якщо [image: image364.png]


, то розв’язків немає.
1.4. Логарифмічні рівняння
При розв’язуванні логарифмічних рівнянь потрібно вміло користуватись властивостями логарифма, виконувати операції логарифмування та потенціювання. Важливо пам’ятати, що властивості логарифмічної функції залежать від значень основи. Так функція у=log[image: image365.png]


[image: image366.png]


 монотонно зростає на множині допустимих значень, якщо [image: image367.png]


>1 і спадає, якщо 0<[image: image368.png]


<1.
Приклад 1.4.1Розв’язати рівняння:     log2([image: image369.png]


2[image: image370.png]


2[image: image371.png]


[image: image372.png]


)=log2(2[image: image373.png]


4[image: image374.png]


).
Розв’язання. Дане рівняння рівносильне системі:
[image: image375.png]x* =2ax =2x-4a,
2x—4a > 0;



[image: image376.png]{xz ~2(a+Dx+4a=0,

x>2a;




[image: image377.png]x> 2a,
X=2,

X =2a;



[image: image378.png]



Якщо [image: image379.png]


<1, то х=2 – корінь цього рівняння.
Якщо [image: image380.png]


[image: image381.png]


, то рівняння розв’язків немає.
Відповідь:[image: image382.png]


=2, якщо [image: image383.png]


<1;
[image: image384.png]


є[image: image385.png]


, якщо [image: image386.png]


[image: image387.png]


.
Приклад 1.4. 2.
Знайти всі значення параметра [image: image388.png]


, при яких рівняння log1/2([image: image389.png]


[image: image390.png]


) = 2log1/2([image: image391.png]


 + 1 ) має один і тільки один корінь. Знайти цей корінь.
Розв’язання.
ОДЗ:  [image: image392.png]


[image: image393.png]


> 0,   [image: image394.png]


 + 1 > 0
Тоді   log1/2([image: image395.png]


[image: image396.png]


)=log1/2([image: image397.png]


 + 1)2
[image: image398.png]


[image: image399.png]


 = ([image: image400.png]


 + 1)2
[image: image401.png]


[image: image402.png]


 = [image: image403.png]


2 + 2[image: image404.png]


 + 1
[image: image405.png]


2 [image: image406.png]


 ([image: image407.png]


[image: image408.png]


 2)[image: image409.png]


 + 1 = 0
D = ([image: image410.png]


[image: image411.png]


2)2[image: image412.png]


4 = [image: image413.png]


2[image: image414.png]


4[image: image415.png]


+4[image: image416.png]


4 = [image: image417.png]


 ([image: image418.png]


[image: image419.png]


 4)
[image: image420.png]


1/2=[image: image421.png]a-2=+.a(a-4)

2




Для того, щоб корені квадратного рівні були дійсними числами, необхідно і достатньо, щоб [image: image422.png]


 ([image: image423.png]


-4)[image: image424.png]


, тобто [image: image425.png]


[image: image426.png]


 або [image: image427.png]


<0([image: image428.png]


≠0). Розглянемо випадки:
1) якщо [image: image429.png]


>4, то обидва корені додатні і різні;
2) якщо [image: image430.png]


=4, то корені співпадають: [image: image431.png]


1,2=1;
3) якщо [image: image432.png]


<0, то обидва корені від’ємні і різні, бо за теоремою, оберненою до теореми Вієта: [image: image433.png]X +x, =a-2<0,

x,x, =1.




ОДЗ задовольняє більший з них, тобто [image: image434.png]


1=[image: image435.png]a—-2+.ala-4)

2



. 
Так як [image: image436.png]


1[image: image437.png]


2=1, то[image: image438.png]


1<[image: image439.png]


1<0 і [image: image440.png]


2<[image: image441.png]


1 не задовольняє умову [image: image442.png]


+1>0.
Відповідь:  1, якщо [image: image443.png]


=4;
[image: image444.png]a—-2+.ala-4)

2



, якщо [image: image445.png]


<0.
Приклад 1.4. 3.
Визначити всі значення параметра [image: image446.png]


, при яких рівняння
Lg2|[image: image447.png]


| + lg(2-[image: image448.png]


)–lg(lg[image: image449.png]


)=0 має єдиний розв’язок.
Розв’язання. Введемо заміну lg[image: image450.png]


=k і запишемо рівняння, рівносильне вихідному: lg(2|[image: image451.png]


|(2[image: image452.png]


))=lgk. 
Дане рівняння рівносильне системі: 
[image: image453.png]2‘x‘(2 -x) =k,
X <2,

x = 0.




Потрібно побудувати графік функції у=2|[image: image454.png]


 |(2-[image: image455.png]


) для [image: image456.png]


<2,   [image: image457.png]


≠0. 
Запишемо дану функцію у вигляді
 у=[image: image458.png]- 2x(2 - x), akxwo x <0,
2x(2-x), axkwo 0 < x < 2;



      у=[image: image459.png]{2)62 —4x, axwo x < 0,

—2x” +4x, axkuwo 0 < x < 2.




Цей графік сім’я прямих у=k повинна перетнути тільки в одній точці. Робимо висновок, що ця вимога виконується лише при   k>2,   тобто lg[image: image460.png]


>2,   [image: image461.png]


>100.
Відповідь:[image: image462.png]


>100.
Приклад1.4. 4. Визначити найбільше ціле значення параметра [image: image463.png]


, при якому рівняння має два різні розв’язки: ([image: image464.png]


+[image: image465.png]


)lg([image: image466.png]


5)=0.
Розв’язання.  ОДЗ:  [image: image467.png]


-5>0  

[image: image468.png]


>5
Дане рівняння рівносильне системі:
[image: image469.png]x+a=0,
lg(x -5) =0,

x> J;



[image: image470.png]x+a=0,
x=3=1,

X >J;



[image: image471.png]X =-a,
xX=0,

x>



[image: image472.png]


<[image: image473.png]


5.
Якщо [image: image474.png]


=[image: image475.png]


6, то рівняння має один розв’язок. Тому рівняння має два розв’язки при найбільшому цілому значенні параметра [image: image476.png]


=[image: image477.png]


7.
Відповідь:[image: image478.png]


=[image: image479.png]


7.
Приклад 1.4.5.Нехай [image: image480.png]


1, [image: image481.png]


2 – корені рівняння  [image: image482.png]


log22[image: image483.png]


+[image: image484.png]


log2[image: image485.png]


+с=0 ([image: image486.png]


≠0). Складіть рівняння такого самого типу, коренями якого є числа  [image: image487.png]


та  [image: image488.png]


.                                                                                                                                                                                    
Розв’язання. За теоремою Вієта, складаємо систему рівнянь:
[image: image489.png]1 1 ¢
og, x; +10g, X, = _;a

c
log, x, log, x, = —.
a




Тоді:
       log2[image: image490.png]


+ log2[image: image491.png]


=log2[image: image492.png]


1[image: image493.png]


1+log2[image: image494.png]


2[image: image495.png]


1=[image: image496.png]


[image: image497.png]


[image: image498.png]


2=[image: image499.png]


[image: image500.png]8+ 2a




  log2[image: image501.png]


log2[image: image502.png]


=(log2[image: image503.png]


1[image: image504.png]


1)(log2[image: image505.png]


2[image: image506.png]


1)=
=log2[image: image507.png]


1log2[image: image508.png]


2[image: image509.png]


(log2[image: image510.png]


1+log2[image: image511.png]


2) + 1=[image: image512.png]c 8 a+e6+c
—+—+l=—-



 .
      Отже, [image: image513.png]


 ,  [image: image514.png]


  –  корені рівняння:
      log22[image: image515.png]


+[image: image516.png]8+ 2a a+e+c
—log, x + ——— =



;
[image: image517.png]


 log22[image: image518.png]


+ ([image: image519.png]


+2[image: image520.png]


) log2[image: image521.png]


+[image: image522.png]


+[image: image523.png]


+с=0
      Числа  [image: image524.png]


  та  [image: image525.png]


будуть коренями рівняння: 
[image: image526.png]


log22 ([image: image527.png]


) +([image: image528.png]


+2[image: image529.png]


) log2([image: image530.png]


)+ [image: image531.png]


+[image: image532.png]


+с=0.
Відповідь:[image: image533.png]


log22 ([image: image534.png]


) +([image: image535.png]


+2[image: image536.png]


)log2 ([image: image537.png]


)+ [image: image538.png]


+[image: image539.png]


+с=0.
1.5. Показникові рівняння
Показникова функція описує ряд фізичних, хімічних, біологічних процесів. Тому так важливо навчити учнів виконувати відповідні дослідження. Елементи таких досліджень зустрічаються під час розв’язування рівнянь з параметрами.
Проілюструємо типи показникових рівнянь з параметрами на прикладах.
Приклад 1.5.1Розв’яжіть рівняння: [image: image540.png]


х+1  =   [image: image541.png]


3-х
Розв’язання.
За означенням показникової функції маємо: [image: image542.png]


>0, [image: image543.png]


>0. 
Якщо [image: image544.png]


=[image: image545.png]


=1, то [image: image546.png]


- довільне дійсне число.
Якщо [image: image547.png]


=1 і [image: image548.png]


≠1, то [image: image549.png]


=3; 
якщо [image: image550.png]


≠1 і [image: image551.png]


=1, то [image: image552.png]


=[image: image553.png]


1;
якщо [image: image554.png]


≠1 і [image: image555.png]


≠1, то ([image: image556.png]


+1)log[image: image557.png]


[image: image558.png]


 = (3[image: image559.png]


)log[image: image560.png]


[image: image561.png]


, тобто





      (1+log[image: image562.png]


[image: image563.png]


)[image: image564.png]


 = 3log[image: image565.png]


[image: image566.png]


[image: image567.png]


1   (1)
         При log[image: image568.png]


[image: image569.png]


+1 = 0 ([image: image570.png]


=  [image: image571.png]


) , права частина рівняння (1)  дорівнює (-4). 
Отже, при [image: image572.png]


=[image: image573.png]


≠1 рівняння розв’язків не має; 
при  [image: image574.png]


 ≠ [image: image575.png]


 ≠ 1:   [image: image576.png]~log, b’ -1
1+log, b




Приклад 1.5.2.При яких значеннях параметра [image: image577.png]


 рівняння
                     3·4х-2+27= [image: image578.png]


+[image: image579.png]


·4х-2 має розв’язки? Знайдіть їх.
Розв’язання.
Запишемо дане рівняння у вигляді:
                  3·4х-2-[image: image580.png]


·4х-2=[image: image581.png]


-27
тобто [image: image582.png]



Рівняння має розв’язки, якщо  [image: image583.png]


,   тобто      3<[image: image584.png]


<27.
Знайдемо їх:
   log44х-2=log4 [image: image585.png]


,
[image: image586.png]x-2=1log,

a-27

3—-a





[image: image587.png]x=2+log4al_27
3-a





Відповідь:[image: image588.png]x=2+log,

a-27

3—-a




,     якщо 3<[image: image589.png]


<27;
на інших проміжках рівняння розв’язків немає.
Приклад 1.5. 3. При яких значеннях параметра [image: image590.png]


 рівняння
                       16х[image: image591.png]


 (5[image: image592.png]


[image: image593.png]


)4х+6[image: image594.png]


2[image: image595.png]


=0 має два дійсних різних розв’язки? Знайдіть їх.
Розв’язання.
За умовою маємо показникове рівняння, що зводиться до квадратного, а таке рівняння має два дійсних різних розв’язки, якщо D>0:
D=(5[image: image596.png]


[image: image597.png]


)2[image: image598.png]


4(6[image: image599.png]


2[image: image600.png]


)>0, тобто ([image: image601.png]


[image: image602.png]


1)2>0 , [image: image603.png]


≠1.
Отже: [image: image604.png]47 =5—ai(a—l)



, а тому                 
[image: image605.png]


 ;
[image: image606.png]


 .       
 А тому, значення параметра, при якому дане рівняння має два різних дійсних корені: 3[image: image607.png]


[image: image608.png]


>0    і    3[image: image609.png]


[image: image610.png]


≠2,
Тобто :[image: image611.png]


 є (-∞;1)È(1;3)
Відповідь: [image: image612.png]


 є (-∞;1)È(1;3).
Приклад 1.5.4. Визначити найбільше ціле значення параметра [image: image613.png]


, при якому рівняння має два різні розв’язки:
22х+(а+1)2х+0,25=0
Розв’язання.
Введемо заміну. Нехай  2х=t, t>0.
Тоді t2+([image: image614.png]


+1)t+0,25=0. 
Це рівняння має два різні розв’язки, якщо D>0. Оскільки
t= [image: image615.png]—(a+1)i\5



   і      t>0, то [image: image616.png]


+1<0
Отже, розв’яжемо систему:
[image: image617.png]{

D >0,

a+1<0;



[image: image618.png]{(a+1)2 -1>0,

a<-1;



[image: image619.png]


[image: image620.png]{az +2a > 0,

a<-1;



 ;
[image: image621.png]{a(a +2)>0,

a<-1;



[image: image622.png]{a € (—0;=-2) U (0;+),

a<-1;



[image: image623.png]


<[image: image624.png]


2.
Найбільше ціле значення параметра [image: image625.png]


=[image: image626.png]


3.
Відповідь:  [image: image627.png]


3.
Приклад 1.5.5. Визначити найменше ціле значення параметра [image: image628.png]


, при якому рівняння має два різні розв’язки:   
52х+2(11-[image: image629.png]


)5х+121=0. 
Розв’язання.
Введемо заміну. Нехай 5х=t,t>0.
Тоді рівняння  t2+2(11-[image: image630.png]


)t+121=0 має два різні розв’язки, якщо D>0.
Оскільки t=[image: image631.png]


 (11[image: image632.png]


[image: image633.png]


)[image: image634.png]I+



і t>0, то 11[image: image635.png]


[image: image636.png]


<0. Отже, розв’яжемо систему:
[image: image637.png]D/4 >0,
l11-a<0;



[image: image638.png]{(ll—a)2 -121> 0,

a>1l;



[image: image639.png]{az ~22a > 0;

a>1l;




[image: image640.png]{a(a -22) >0,

a>11:



[image: image641.png]{a € (=2;0) U (22;+),

a>1l;



[image: image642.png]


>22.
Найменше ціле значення параметра [image: image643.png]


=23.
Відповідь: 23.
Приклад 1.5.6. Для кожного дійсного значення параметра [image: image644.png]


 розв’яжіть рівняння:    9-|х-2|[image: image645.png]


4. 3-|х-2|[image: image646.png]


[image: image647.png]


=0.
Розв’язання.     Введемо заміну:      z=3-|х-2|,
Оскільки |[image: image648.png]


2|[image: image649.png]


 і 3|х-2| [image: image650.png]


, то  0 [image: image651.png]IA



.
 Отримаємо систему:
[image: image652.png]z?—4z-a=0,

O<z=l.



                                (1)
Отже, показникове рівняння, що містить параметр, знову звелося до квадратного, тобто до дослідження розташування коренів квадратного тричлена.
Оскільки гілки  параболи напрямлені вгору, абсциса вершини параболи постійна і більша від 1 (z0=2), то система (1) буде виконуватись за умови:
[image: image653.png]z, =2,
D=16+4a,
f()=-3-a=<0,
f(0)=-a>0.



                      (2)
Причому, якщо парабола  f([image: image654.png]


)=[image: image655.png]


2[image: image656.png]


4[image: image657.png]


[image: image658.png]


 перетинає вісь абсцис на проміжку (0;1), то точка перетину єдина. Тобто система (1) має єдиний розв’язок.
Розв’язуючи систему (2), отримаємо[image: image659.png]


3[image: image660.png]<a<()



. Знайдемо корені рівняння:             z1=2[image: image661.png]


[image: image662.png]4+ a



, тобто    3-|х-2|=2[image: image663.png]


[image: image664.png]4+ a



;
[image: image665.png]


|[image: image666.png]


2|=log3(2[image: image667.png]


[image: image668.png]4+ a



);          [image: image669.png]


–2=±log3(2[image: image670.png]


[image: image671.png]4+ a



)
[image: image672.png]


=2± log3(2[image: image673.png]


[image: image674.png]4+ a



).
Відповідь:   якщо [image: image675.png]


<[image: image676.png]


3 або [image: image677.png]


[image: image678.png]


, то рівняння не має розв’язків; 
                     якщо [image: image679.png]


3[image: image680.png]<a<()



, то  [image: image681.png]


=2± log3(2[image: image682.png]


[image: image683.png]4+ a



).
1.6. Тригонометричні рівняння
До найпростіших тригонометричних рівнянь відносяться рівняння виду:
sin f([image: image684.png]


)= [image: image685.png]


;cos f([image: image686.png]


)= [image: image687.png]


;  tg f([image: image688.png]


)=b;      ctg f([image: image689.png]


)=b.
Рівняння sin f([image: image690.png]


) = [image: image691.png]


 таcos f([image: image692.png]


) = [image: image693.png]


 мають розв’язки при [image: image694.png]


 є[image: image695.png]- 151 ]



, причому ці розв’язки відповідно мають вигляд:
      f([image: image696.png]


)=(-1)n arcsin[image: image697.png]


 +πn, nєZ;
      f([image: image698.png]


)=±arccos [image: image699.png]


+2πn, nєZ.
Рівняння tg f([image: image700.png]


)= b та ctg f([image: image701.png]


)= b[image: image702.png]


рівносильні відповідно рівнянням:
      f([image: image703.png]


)=arctgb + πn, nєZ;  (bєR)  
      f([image: image704.png]


)=arcctg b+ πn, nєZ.
Приклад 1.6.1. Розв’язати рівняння:     sin 2[image: image705.png]


 = [image: image706.png]


 + 1.
Розв’язання.      
Якщо [image: image707.png]


1[image: image708.png]<a+l=sle 2<a=<0



, то задане рівняння має розв’язки, які знайдемо за формулою:  
[image: image709.png]


=[image: image710.png]


((-1)narcsin(a+1)+ πn), nєZ
Відповідь: якщо -2[image: image711.png]IA

IA



, то
[image: image712.png]


=[image: image713.png]


arcsin(a+1)+[image: image714.png]


, nєZ. 
Приклад1.6. 2.Розв’язати рівняння:    tg[image: image715.png]


=2[image: image716.png]


+5.
Розв’язання.      
Це рівняння має розв’язок при довільних значеннях [image: image717.png]


:  
[image: image718.png]


=2 arctg(2[image: image719.png]


+5)+2 πn, nєZ.
Приклад1.6. 3.Розв’язати рівняння:  [image: image720.png]


 (1+cos х)= bsin[image: image721.png]


.
Розв’язання.
Запишемо рівняння у вигляді:
2[image: image722.png]


 cos2[image: image723.png]


=2bcos[image: image724.png]


sin[image: image725.png]


.
Розглянемо випадки:
1) якщо [image: image726.png]


=b=0, то отримаємо тотожність, яка справедлива при будь-якому [image: image727.png]


;
2) якщо [image: image728.png]


=0, b≠0, то рівняння набуде вигляду:
           2bsin[image: image729.png]


cos[image: image730.png]


=0
sin[image: image731.png]


=0
[image: image732.png]


= πn, nєZ; 
3) якщо b=0, [image: image733.png]


≠0, то отримаємо:
cos[image: image734.png]


=0, [image: image735.png]


= π +2kπ, kєZ;
4) якщо [image: image736.png]


≠0, b≠0, то запишемо рівняння у вигляді:
cos[image: image737.png]


 ([image: image738.png]


cos[image: image739.png]


-bsin[image: image740.png]


)=0, 
звідки   
[image: image741.png]


[image: image742.png]cosﬁ = (),
2

X . X
acos——¢6sm— = (;
2 2



[image: image743.png]cosz = (),
2

X
a=e6lg—,



[image: image744.png]cosi = 0,
2

Q|

WX
g2




[image: image745.png]x =1 + 2km , kee

a
X = 2arctg — + 2nm, mee .
8




Відповідь: якщо [image: image746.png]


=b=0, то [image: image747.png]


– будь-яке число;
                   якщо [image: image748.png]


=0,  b≠0, то  [image: image749.png]


= πn, nєZ;
                   якщо b=0, [image: image750.png]


≠0, то  [image: image751.png]


=π+2kπ, kєZ;
                   якщо [image: image752.png]


≠0,  b≠0, то  [image: image753.png]


1= π +2kπ, kєZ;  
[image: image754.png]


2=[image: image755.png]a
2arctg — + 2mtm,
8



mєZ. 
Приклад  1.6. 4. Розв’язати рівняння:  sin4[image: image756.png]


=[image: image757.png]


 (sin3[image: image758.png]


- sin[image: image759.png]


).
Розв’язання.
Здійснимо перетворення:
                        sin4[image: image760.png]


=2[image: image761.png]


sin[image: image762.png]


 cos2[image: image763.png]


;
2 sin2[image: image764.png]


 cos2[image: image765.png]


 =2[image: image766.png]


sin[image: image767.png]


cos2[image: image768.png]


;
                       cos2[image: image769.png]


 sin[image: image770.png]


 (2cos[image: image771.png]


-[image: image772.png]


)=0.
Дане рівняння рівносильне сукупності:
[image: image773.png]cos2x =0,

sinx = 0,

a
COSX = —|



[image: image774.png]T =
X =—+—n,nee,
2
x =nk,kee,

a
X == arccosg + 21tm, mece .




Відповідь: якщо [image: image775.png]


є[image: image776.png]


, то [image: image777.png]


=[image: image778.png]!
—+ —n,
2



пєZ; [image: image779.png]


=πk, kєZ;
[image: image780.png]a
X == arccosE + 2mm,



mєZ; 
якщо [image: image781.png]


 є (-∞; -2)È(2; +∞), то рівняння має дві множини розв’язків: [image: image782.png]T
X=—+—n,ne”l,
4 2

x =nk, keZ.




Приклад1.6.5.
Визначити найменше ціле значення параметра [image: image783.png]


, при якому 
рівняння має два різні розв’язки:   ([image: image784.png]


+[image: image785.png]


) arсcos([image: image786.png]


+7)=0.
Розв’язання.
Враховуючи ОДЗ функції арккосинус отримаємо:
[image: image787.png]-l=x+7=1,
x+a=0,

arccos(x +7) = 0;



[image: image788.png]


           6<[image: image789.png]


[image: image790.png]


.
Якщо [image: image791.png]


=6, то рівняння має один розв’язок. Рівняння має два розв’язки при
 найменшому цілому значенні параметра     [image: image792.png]


 = 7.
Відповідь: 7.
РОЗДІЛ 2. СИСТЕМИ РІВНЯНЬ З ПАРАМЕТРАМИ
2.1 Системи лінійних рівнянь з двома змінними з параметром
Дослідження та розв’язання систем лінійних рівнянь з двома невідомими та з параметрами складається з етапів встановлення:
- чи є система визначеною тобто має єдиний розв’язок, і при яких умовах;
- чи є система несумісною тобто немає розв’язків, і при яких умовах;
- чи має вона безліч розв’язків і при яких умовах.
Дослідження системи рівнянь в загальному алгебраїчному вигляді здійснюється за наступним алгоритмом:
[image: image793.png]ax+by=c,

a,x+b,y=c,,



(2.1.1) ,
де [image: image794.png]


 — невідомі; [image: image795.png]a,, a,, b, b,, ¢, c,



 — параметр.
1. Якщо [image: image796.png]


 то система має єдиний розв’язок.
При цьому графіки рівнянь, що входять у систему, мають одну спільну точку, координати якої є розв’язком системи.
2. Якщо [image: image797.png]


 то система не має розв’язків.
Графіки рівнянь при цьому є взаємно паралельними прямими.
3.Якщо [image: image798.png]


 то система рівнянь має безліч розв’язків.
Графіки рівнянь збігаються.
Найпоширенішими способами розв’язання системи рівнянь з двома змінними є спосіб підстановки та спосіб додавання.
Спосіб підстановки. 
Щоб розв’язати систему (2.1.1) способом підстановки, треба:
1) виразити з якого-небудь її рівняння одну змінну через другу змінну та коефіцієнти, наприклад із системи (2.1.1):
[image: image799.png]¢,

- a,X



(2.1.2)
2) підставити в інше рівняння системи замість цієї змінної здобутий вираз;[image: image800.png]C’ —
ax+b —=——=



(2.1.3)
3) розв’язати утворене лінійне рівняння (2.1.3) з однією змінною [image: image801.png]


;
4) знайти відповідне значення (2.1.1) другої змінної [image: image802.png]


.
Приклад 2.1.1.
 При якому значенні параметра [image: image803.png]


 система [image: image804.png]ax+3y=9
12x +ay =18



 має безліч розв’язків?
1. Система має безліч розв’язків, якщо [image: image805.png]



2. Розв’язуємо рівняння [image: image806.png]


.
3. Звідси [image: image807.png]


. З умови [image: image808.png]


 маємо [image: image809.png]


.
Відповідь.[image: image810.png]A




Приклад 2.1.2. 
При яких значеннях [image: image811.png]


 система [image: image812.png]3x +2ay =1
{(3a—1)x—ay=1



 не має розв’язків?
1. Система не має розв’язків, якщо [image: image813.png]



2. Розв’яжемо рівняння  [image: image814.png]



[image: image815.png]


 Звідси [image: image816.png]



3. Перевіримо умову [image: image817.png]



4.Підставимо в останній вираз замість [image: image818.png]


значення[image: image819.png]


 дістанемо [image: image820.png]DO | L] WO




5. Якщо [image: image821.png]


 то система [image: image822.png]Ox =1

—-x =1



 немає розв’язків.
Відповідь: ([image: image823.png]


.)
Приклад 2.1.3.
При яких значеннях [image: image824.png]


 система рівнянь [image: image825.png]mx+(3m—8)y=3m
{2x+(m—2)y=m+1



 має розв’язки [image: image826.png]x < 0,



[image: image827.png]


?
1. Система має розв’язки, якщо[image: image828.png]



тобто 
[image: image829.png]m(m -2) = 6m —16




[image: image830.png]m* =2m—-6m+16=0




[image: image831.png]m* -8m+16 =0




[image: image832.png]



2. Розв’язуючи систему рівнянь, матимемо[image: image833.png]—-m+8

x=(M—4y’




[image: image834.png]



3. За умовою задачі [image: image835.png]x < 0,



[image: image836.png]


 тобто   [image: image837.png]m + 8

(m-4)

m(m _5)> 0.

(m-4)




4. Оскільки [image: image838.png](m—4)2 > ()



, то остання система рівносильна системі:
[image: image839.png]-m+38<0(
{m(m —5)> 0



 звідси [image: image840.png]m > 8

m >0
abo m > 8.
m >




Відповідь:[image: image841.png]mE(S; +OO)




Приклад 2.1.4. Знайдіть значення параметрів[image: image842.png]


 і b, при яких система рівнянь
[image: image1171.png]


[image: image843.png]8x+(a’ +ab+b*)y =4,
(a-b)x+26y=2



 , має безліч розв’язків.
Розв’язання
Система має безліч розв’язків, якщо    [image: image844.png]8 (a’ +ab+b*) 4

a-b 26 2



,
звідси[image: image845.png]a’+ab+b* =52



 відповідно       [image: image846.png]a—-b=4,

a =0,

b =0
a’+ab+b* =52




[image: image847.png]



 2.2 Системи квадратних рівнянь з двома змінними з параметром
Враховуючи, що кожне окреме лінійне рівняння з двома змінними має безліч розв’язків, розв’язком системи квадратних та лінійних рівнянь називається спільний розв’язок усіх її рівнянь. Тобто розв’язати систему квадратного та лінійного рівнянь з двома змінними:
[image: image848.png]2 2
ax” +by =c,

a,x+b,y=c,



(2.2.1)
- при заданих коефіцієнтах [image: image849.png]a,,a,,b,b,c,c,



 - це знайти множину значень 
([image: image850.png]Xy V



), які задовольняють кожному рівнянню.
Найпоширенішими способами розв’язання системи рівнянь з двома змінними єспосіб підстановки та спосіб додавання.
Спосіб підстановки. Щоб розв’язати систему (2.2.1) способом підстановки, треба: 1) виразити з якого-небудь її рівняння одну змінну через другу змінну та коефіцієнти, наприклад із системи (2.2.1):[image: image851.png]


(2.2.2)2) підставити в інше рівняння системи замість цієї змінної здобутий вираз:[image: image852.png]a,x’ +b]

G,

]2



(2.2.3)
3) розв’язати утворене квадратне рівняння (2.2.3) з однією змінною[image: image853.png]


;
4) знайти відповідне значення (2.2.2) другої змінної[image: image854.png]


.
Спосіб додавання . При вирішенні системи рівнянь способом додавання:
1) Виконуємо рівносильними перетвореннями зрівнювання коефіцієнтів перед  однією парою однакових змінних в першому та другому рівнянні;
[image: image855.png]2 2
a,x” +by =c,

2 2
a,x”" +b,y" =c,



(2.2.4)Для цього перше рівняння (праву і ліву частину) помножимо на [image: image856.png](5 )



 , друге рівняння (праву і ліву частину) на[image: image857.png]


.
Отримуємо рівносильну систему з рівними коефіцієнтами з різними знаками перед змінною[image: image858.png]


:
[image: image859.png]2 2
—-a,a,x” —ba,y” = -a,c,

2 2
a,a,x” +ab,y” =a,c,



(2.2.5)
2) Додаючи одне рівняння від другого по частинам, отримуємо рівняння з однією змінною, яке розв’язуємо.
[image: image860.png]b,y =b 2 = —
a,n,y a,y =a,C, —a,C



(2.2.6)
[image: image861.png]


(2.2.7)
3) підставляючи отримане значення в одне з рівнянь системи (2.2.4), отримуємо рівняння з однією змінною, яке вирішуємо, таким чином знаходячи розв’язок системи.
Приклад 2.2.1 При яких додатних значеннях параметра  [image: image862.png]


, система рівнянь має чотири розв’язки?
[image: image863.png][+ ls=2l] = bl =0y,
)





1) Запишемо систему у вигляді:[image: image864.png]



2) Побудуємо графіки обох рівнянь:

1. Побудова першого рівняння

Будуємо ламану [image: image865.png]


, потім   [image: image866.png]


  і симетрично відображаєм відносно осі абсцис
2. Друге рівняння задає сімейство кіл з центром (2;0) і радіусом [image: image867.png]


.


Якщо [image: image868.png]a <22



 , то розв’язків немає
Якщо [image: image869.png]


 , то  рівняння має 4 розв’язки
Якщо [image: image870.png]MW2l<a<4d



 , то рівняння має 8 розв’язків
Якщо [image: image871.png]d > 4



 , то рівняння має 4 розв’язки
Відповідь: [image: image872.png]


 і [image: image873.png]d > 4




РОЗДІЛ 3. НЕРІВНОСТІ В ЗАДАЧАХ З ПАРАМЕТРАМИ
3.1 Лінійні та квадратні нерівності з параметром
Два математичних вирази, з’єднані знаком «більше» >, «менше» <, «не більше» [image: image874.png]IA



 або «не менше» [image: image875.png]\Y



, називаються нерівностями. Запис [image: image876.png]


 позначає, що або [image: image877.png]a<b



або[image: image878.png]


.
Нерівності бувають чисельні і буквені. Якщо в нерівність входять перемінні, то нерівність називається з перемінними. Якщо нерівність виконується при всіх значеннях перемінних, то воно називається тотожною нерівністю. Нерівність називається алгебраїчною, якщо з перемінними виконуються алгебраїчні дії. Інші нерівності називаються неалгебраїчними або трансцендентними.
Властивості числових нерівностей
Якщо: [image: image879.png]


<b і b <с, то [image: image880.png]


<с;
[image: image881.png]


<b і с — довільне число, то [image: image882.png]


+ с <b + с;
[image: image883.png]


<b і с > 0, то [image: image884.png]


с <bс;
[image: image885.png]


<b і с < 0, то [image: image886.png]


с >bс;
[image: image887.png]


<b і c <d, то [image: image888.png]


+ с <b + d;
[image: image889.png]


<b, c <d і [image: image890.png]


, b, с, d — числа додатні, то [image: image891.png]


с <bd.
Нерівності виду [image: image892.png]


<[image: image893.png]


<b, [image: image894.png]


≤ [image: image895.png]


<b, [image: image896.png]


<[image: image897.png]


≤ b, [image: image898.png]


≤ [image: image899.png]


≤ b називаються подвійними нерівностями. Їх зручно використовувати для оцінювання значень величин і наближених обчислень. Адже якщо [image: image900.png]


<[image: image901.png]


< b і с <у < d, то
[image: image902.png]


+ с <[image: image903.png]


+ у <b + d, [image: image904.png]


– d<[image: image905.png]


– у <b – с,
с[image: image906.png]


<[image: image907.png]


у <bd, [image: image908.png]


d <[image: image909.png]


: у <b : c.
Дві останні подвійні нерівності правильні за умови, якщо числа [image: image910.png]


і с — додатні.
Розв’язати нерівність означає знайти всі її розв’язки або показати, що їх немає. Множини розв’язків найчастіше утворюють проміжки.
Нерівності зі змінними мають багато властивостей, аналогічних до властивостей рівнянь.
1. Якщо з однієї частини нерівності перенесемо в іншу доданок з протилежним знаком, то одержимо нерівність, рівносильну даній.
2. Якщо обидві частини нерівності помножимо або поділимо на одне й те саме додатне число, то одержимо нерівність, рівносильну даній.
3. Якщо обидві частини нерівності помножимо або поділимо на одне й те саме від’ємне число, змінивши при цьому знак нерівності на протилежний, то одержимо нерівність, рівносильну даній.
Якщо [image: image911.png]


і b — дані числа, а х — невідома змінна, то кожна з нерівностей
[image: image912.png]


<b, [image: image913.png]


>b, [image: image914.png]


≤ b, [image: image915.png]


≥ b (3.1.1)
називається лінійною нерівністю першої степені з однією змінною [image: image916.png]


 (невідомим).
Якщо [image: image917.png]


= 0, то кожна з нерівностей (3.1.1) або не має розв’язків, або множиною її розв’язків є множина всіх дійсних чисел.
Розглянемо квадратні нерівності
[image: image918.png]f(x)s ax’ +bx+c=0



. [image: image919.png](a;éO)



 (3.1.2)
Якщо [image: image920.png]D=b"-4ac <0



, то нерівність (3.1.2) виконується при всіх [image: image921.png]e K



 при [image: image922.png]


 і нерівність (3.3.1) не виконується ні в одній точці при [image: image923.png]a < ()



.
Якщо [image: image924.png]D=b"-4ac =0



, то нерівність (3.1.2) завжди виконується в точці[image: image925.png]


. Нерівність (3.1.2) виконується при [image: image926.png]X # X,



при[image: image927.png]


 і не виконується при [image: image928.png]X # X,



при[image: image929.png]a < ()



.
При [image: image930.png]D =b*-4ac>0



 знаходимо корні рівняння [image: image931.png]



[image: image932.png]—b—-+b*-4ac

2a



, [image: image933.png]. —b++b* -4ac

2 2a



. (3.1.3)
При [image: image934.png]a>(



 нерівність виконується при [image: image935.png]xE(— 0, xl][z[xZ; + oo)



.
При [image: image936.png]a<()



 нерівність виконується при [image: image937.png]xE[xz; xl]



.
Можна сформувати просте правило.
Якщо квадратна нерівність (3.1.2) виконана при великих значеннях [image: image938.png]


, то воно виконується поза відрізка, обмеженого коренями рівняння [image: image939.png]


. Якщо нерівність (3.1.2) не виконано при великих значеннях [image: image940.png]


, то воно виконується на відрізку, обмеженими коренями рівняння (3.1.3).
Приклад 3.1.1. Знайти всі значення параметра [image: image941.png]


, при яких система нерівностей[image: image942.png]x> +a+4x+3=<0
2a-x+2=0



(3.1.4) задовольняється лише при одному [image: image943.png]


.
Розв’язання. Перепишемо систему в такому виді:
[image: image944.png]as<-x>—-4x-73



[image: image945.png]


[image: image946.png]a<—(x+1)(x+3)

* 1

az=—
2



(3.1.5)
Всі розв’язки цієї системи (3.1.5) утворюють область, показану на рис.2.1.1 штриховою лінією.

[image: image947.png]



[image: image948]
[image: image949]
[image: image950]
[image: image951]
[image: image952]
[image: image953]
[image: image954]
[image: image955]
[image: image956]
Рис. 3.1.1. Графіки системи нерівностей [image: image957.png]a<—(x+1)(x+3)

* 1

az=—
2




Вимога: система має єдиний розв’язок  (3.1.5), якщо горизонтальні прямі  мають з цією областю тільки одну спільну точку.
Знаходимо точки перетину графіків: [image: image958.png]_x2—d4x-3="_1
2



, звідки [image: image959.png]


, [image: image960.png]


.
Тоді [image: image961.png]


 та[image: image962.png]a=-(-2)-4(-2)-3=1



.
Лише прямі [image: image963.png]


 та [image: image964.png]


 задовольняють вимозі єдиності розв’язку системи.
Відповідь:[image: image965.png]


 та [image: image966.png]


.
Приклад 3.1.2. Для яких [image: image967.png]


 в множині розв’язків нерівності
[image: image968.png]Xx+x*=2ax >1



(3.1.10) міститься проміжок [image: image969.png]


?
Розв’язок. Запишемо сукупність двох систем, рівносильну початковому рівнянню:
[image: image970.png]{

l1-x<0,

x*=2ax=0



(3.1.11)   або [image: image971.png]l-x=0,
x* =2ax > (1-x)°.



(3.1.12)
Оскільки в розв’язок першої системи (3.1.11) ні при яких значеннях параметра [image: image972.png]


не може входити відрізок [image: image973.png]


, то необхідні дослідження проведемо для другої системи (3.1.12). Маємо:
[image: image974.png]x=1,
2x(a-1) < -1.



(3.1.13)
Позначимо [image: image975.png]


 Тоді друга нерівність системи (3.1.13) на координатній площині [image: image976.png](x;0)



 задає множину[image: image977.png]


 , наведену на рис. 2.1.4 штриховою лінією.

Рис. 2.1.4. Графік нерівності [image: image978.png]



Тепер за допомогою рис. 2.1.4 легко встановити, що при [image: image979.png]


 в знайденій множині містяться всі точки, абсциси яких пробігають всі значення з проміжку [image: image980.png]=

IA

IA



 Тоді [image: image981.png]2(a -1) < -4.



 Звідси [image: image982.png]



Відповідь:[image: image983.png]



3.2 Системи лінійних та квадратних нерівностей з двома змінними з параметром
Розв’язком системи нерівностей з однією змінною називають значення змінної, яке задовольняє кожну з нерівностей даної системи.
Система двох нерівностей зводиться до одного з наступних випадків.
1. [image: image984.png]X =>d

x>b




 2. [image: image985.png]X <d

x<b




3. [image: image986.png]X =>d

x<b




4. [image: image987.png]X <d

x>b



.
Якщо [image: image988.png]


, то розв’язком системи нерівностей будуть:
1. [image: image989.png]x>b



2. [image: image990.png]X<d



3. [image: image991.png]a<x<b




4. [image: image992.png]



Множиною розв’язків системи нерівностей буде переріз множин розв’язків нерівностей, що входять до неї.
Приклад 2.2.1. При яких [image: image993.png]


 та b система[image: image994.png]3200 _ .37 37V 5 ()
{ax +by =5



(3.2.1)має розв’язання?
Розв’язання.
1. Перетворимо нерівність системи (3.2.1) до вигляду
[image: image995.png]32(2x—y)
_ 32x—y
-6>0



.
Звідси [image: image996.png](377 +
2)(3* - 3)
> ()



.
Тоді [image: image997.png]3 5 3



, тобто [image: image998.png]2x-y>1=ypy-2x+1<0



.
2. Таким чином, початкова система (3.2.1) рівносильна такій:
[image: image999.png]y-2x+1<0,
ax + by = 3.



 (3.2.2)
Нерівність системи задає півплощину з межею [image: image1000.png]y=2x-1



 (рис. 2.2.1).
Рис. 2.2.1 Графік нерівності [image: image1001.png]y-2x+1<0



. Система має розв’язок, якщо пряма [image: image1002.png]ax + by =3



 перетинає межу півплощини або, будучи паралельна їй, лежить в півплощині [image: image1003.png]y-2x+1<0



.
Почнемо з випадку b = 0. Тоді рівняння [image: image1004.png]


 задає вертикальну пряму, яка перетинає пряму[image: image1005.png]


. Однак це твердження справедливе лише при [image: image1006.png]a =0



. Значить, при b = 0 та [image: image1007.png]a =0



 система має розв’язки. Далі, при [image: image1008.png]b =(



 маємо [image: image1009.png]


. В цьому випадку умова перетину прямих досягається при [image: image1010.png]


 тобто [image: image1011.png]a#=-2b



.[image: image1012.png]


Якщо [image: image1013.png]


, то прямі або співпадають, або паралельні. Додаючи вимогу [image: image1014.png]


 (пряма [image: image1015.png]


 перетинає вісь ординат нижче точки 
(0; —1), одержимо ще одне взаємне розташування прямих.
Відповідь:[image: image1016.png]b

0



та[image: image1017.png]


, або [image: image1018.png]b =(



 та [image: image1019.png]a#=-2b



, або [image: image1020.png]-5<b<0



 та [image: image1021.png]



ВПРАВИ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ. 
1. Визначити значення параметра [image: image1022.png]


, при якому рівняння має безліч   розв’язків: [image: image1023.png]


2([image: image1024.png]


1) + [image: image1025.png]


(3[image: image1026.png]


1) + 2[image: image1027.png]


 = 0.
Відповідь: [image: image1028.png]


1.
2. Визначити значення параметра [image: image1029.png]


, при якому рівняння не має розв’язків: 
([image: image1030.png]


2 + 2)[image: image1031.png]


 = (2 [image: image1032.png]


 3[image: image1033.png]


) + 2.
Відповідь:[image: image1034.png]


2.
3. При яких цілих значеннях параметра [image: image1035.png]


 рівняння[image: image1036.png]


2[image: image1037.png]


+ 2[image: image1038.png]


[image: image1039.png]


 = 1 [image: image1040.png]


 2[image: image1041.png]



має цілі корені?
Відповідь:[image: image1042.png]


1;3.
4.  Розв’язати рівняння: [image: image1043.png]


[image: image1044.png]


2 + 8[image: image1045.png]


 4[image: image1046.png]


[image: image1047.png]


16=0.
Відповідь: якщо [image: image1048.png]


 = 0 або [image: image1049.png]


 = ± 2 то [image: image1050.png]


 = 2;
                         якщо [image: image1051.png]


 ≠ 0  і  [image: image1052.png]


 ≠ [image: image1053.png]


2, то [image: image1054.png]


=[image: image1055.png]


[image: image1056.png]


.
5. Знайти всі значення параметра [image: image1057.png]


, при яких квадратне рівняння     має два різних корені:
[image: image1058.png]


[image: image1059.png]


2 + 2([image: image1060.png]


 + 1)[image: image1061.png]


 + [image: image1062.png]


 + 3 = 0.
Відповідь:[image: image1063.png]


[image: image1064.png]<00<a<l



.
6. Знайти всі значення параметра а, при яких сума квадратів коренів рівняння  х2 [image: image1065.png]


 ([image: image1066.png]


[image: image1067.png]


 2) х [image: image1068.png]


 ([image: image1069.png]


 + 3 ) = 0 дорівнює 9.
Відповідь. [image: image1070.png]


=1.
7. Розв’язати рівняння при всіх допустимих значеннях параметра:
[image: image1071.png]


.
Відповідь: [image: image1072.png]


=[image: image1073.png]a+1



; [image: image1074.png]


 = [image: image1075.png]


+1 , якщо [image: image1076.png]


≠0 [image: image1077.png]


 ≠ ±1;
[image: image1078.png]


=2, якщо [image: image1079.png]


=1;
[image: image1080.png]


=0, якщо [image: image1081.png]


= [image: image1082.png]


1;
                       якщо [image: image1083.png]


=0, то рівняння не має змісту.
8.  Розв’язати рівняння:    [image: image1084.png]26 a’ -¢6°
I- =2 AL
XxX—a a +x° -2ax




.
Відповідь: [image: image1085.png]


=[image: image1086.png]


 і х=2[image: image1087.png]


+[image: image1088.png]


 при [image: image1089.png]


≠±[image: image1090.png]


;
[image: image1091.png]


=3[image: image1092.png]


 при [image: image1093.png]


=[image: image1094.png]


≠0;
[image: image1095.png]


[image: image1096.png]


 при [image: image1097.png]


=[image: image1098.png]


[image: image1099.png]


≠0;
                     при [image: image1100.png]


=[image: image1101.png]


=0 рівняння не має змісту.
9. Для кожного дійсного значення параметра [image: image1102.png]


 розв’язати рівняння:  
[image: image1103.png]


2+6[image: image1104.png]


2|[image: image1105.png]


[image: image1106.png]


+1|[image: image1107.png]


[image: image1108.png]


+7=0.
 Відповідь: якщо [image: image1109.png]


[image: image1110.png]


; то [image: image1111.png]


=[image: image1112.png]


2±[image: image1113.png]


;
                    якщо [image: image1114.png]


є [[image: image1115.png]


[image: image1116.png]


;[image: image1117.png]


2], то [image: image1118.png]


 є [[image: image1119.png]


2[image: image1120.png]++-1-a;-4+=+7+3a



];  
                     якщо [image: image1121.png]


 є ([image: image1122.png]


2;[image: image1123.png]


1), то [image: image1124.png]


 є [[image: image1125.png]


2+[image: image1126.png]N=1-a;-4 -7 +3a



]; 
                     якщо [image: image1127.png]


[image: image1128.png]\Y



, то [image: image1129.png]


=[image: image1130.png]


4[image: image1131.png]+ /7 + 3a



.
10. Визначити найбільше ціле значення параметра [image: image1132.png]


, при якому рівняння має два різні розв’язки:     
([image: image1133.png]


+[image: image1134.png]


)lg([image: image1135.png]


-8)=0.
Відповідь:[image: image1136.png]


= [image: image1137.png]


10.
11. При якому найбільшому значенні параметра [image: image1138.png]


 рівняння 
[image: image1139.png]Vx-12-13(x-a)=0



має єдиний розв’язок?
Відповідь: 181.
12. При яких [image: image1140.png]


 рівняння   [image: image1141.png]VX+d =X



 має два корені?
Відповідь:[image: image1142.png]


 є ([image: image1143.png]


[image: image1144.png]


).
13. При яких значеннях [image: image1145.png]


 рівняння  ([image: image1146.png]


+4[image: image1147.png]


2[image: image1148.png]


1)( [image: image1149.png]


+1[image: image1150.png]


|[image: image1151.png]


2|)=0 має три корені?
Відповідь: [image: image1152.png]


=[image: image1153.png]


1.
14. При яких значеннях параметра [image: image1154.png]


 рівняння
           log2(log3([image: image1155.png]


2+2[image: image1156.png]


))=log2([image: image1157.png]


1+log3([image: image1158.png]


+4)[image: image1159.png]


)
      не має жодного кореня?
Відповідь:[image: image1160.png]


 є [[image: image1161.png]


1[image: image1162.png]


3[image: image1163.png]\/5;—1+3\/5



].
15. Визначити найбільше ціле  значення параметра [image: image1164.png]


, при якому рівняння  72х+[image: image1165.png]


.7х+4=0  має два різні розв’язки.
Відповідь:[image: image1166.png]


5.
16. Визначити найменше ціле значення параметра [image: image1167.png]


, при якому рівняння  
 52х+2(1-[image: image1168.png]


)5х+1=0має два різні розв’язки.
Відповідь: 3.
ВИСНОВКИ
Обираючи метод розв’язування завдань з параметрами слід враховувати складність рівносильних перетворень та побудови графіків. Графічний метод раціонально застосовувати, коли треба визначити не самі корені, а їх кількість. Або коли в лівій частині добуток виразів із змінною, а права дорівнює 0, або зліва функція без параметра, а права дорівнює параметру. Цей метод ілюструє процес розв’язування завдання з параметром, але інколи побудувати графік значно складніше ніж застосувати один із аналітичних методів.
Основними методами розв’язування рівнянь з параметрами є аналітичні та графічні, що ілюструє наступна таблиця: 
Основні методи розв’язування рівнянь з параметрами
	Аналітичні 
	Графічні

	Використання рівносильних перетворень
	Використання властивостей функцій
	Використання рівнянь-наслідків
	Розкладання на множники
	Метод відносно коефіцієнтів
	Система координат (x;y)
	Система координат (x;а)


При цьому, як правило, останнім етапом у розв’язуванні рівнянь з параметром є застосування методу «гілкування»
Розв’язання рівнянь з параметрами потребує знання властивостей функцій та рівнянь, їх графіків функцій та перетворень над ними, вміння, виконувати алгебраїчні перетворення високої логічної культури, техніки досліджень, міцних знань теоретичного матеріалу, вміння поєднувати в єдине ціле знання з кількох розділів математики.
Можна зробити висновки, що розв’язувати ірраціональні рівняння з параметром першого і четвертого типів краще методом «гілкування», так як необхідно знайти всі значення змінної при кожному можливому значенні параметра (або значень параметра з заданого проміжку), або коли множина рішень задовольняє заданим умовам. Але цей метод інколи довгий і складний, тому спочатку треба визначити чи можна застосувати до даного рівняння функціональний підхід, що значно спрощує розв’язання. 
Рівняння другого і третього типів значно простіше розв’язується графічним методом, оскільки слід визначити тільки кількість коренів в залежності від значень параметра або навпаки значення параметра, при яких рівняння задовольняє задана кількість розв’язків. З побудови графіків наочно видно, коли виконується задана умова. 
Інколи зустрічаються такі рівняння, для розв’язування яких, слід застосовувати не один, а декілька методів.
Переваги графічного методу:
· наочність, більш просте розв’язання питання про кількість коренів рівняння з параметром;

· використання ІКТ під час розв’язування графічним способом дозволяє будувати графіки функцій не використовуючи дослідження функції методами математичного аналізу.

Недоліки графічного методу:
· наближені значення точок перетину графіків.

Дану відбірку прикладів можна використати для 
· формування дослідницьких вмінь школярів;

· підготовки учнів до олімпіад з математики;

· занять факультативів та курсів за вибором;

· на уроках математики під час розв’язування рівнянь з параметрами;

· підготовки випускників та абітурієнтів до успішного складання тесту зовнішнього незалежного оцінювання.
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