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Формування ключових компетентностей учнів на уроках математики (Навчально-методичний посібник )

       Пропонований матеріал знайомить з застосуванням булевих функцій та теорії графів при розвязуванні прикладних задач.  Матеріал дає змогу будувати математичну модель об’єкта, який досліджується, а також містить алгоритм розв’язування нестандартних задач олімпіадного характеру. 
          Рекомендований вчителям математики загальноосвітніх шкіл.
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                                                          Анотація

Пропонований матеріал знайомить з застосуванням булевих функцій та теорії графів при розв’язуванні прикладних задач. Матеріал дає змогу будувати математичну модель об’єкта, який досліджується; містить алгоритм розв’язування деяких нестандартних задач; допомагає осмисленню того, що знання основ теорії графів і теорії булевої алгебри – шлях до мистецтва програмування, шлях до того, щоб бути « на ти» з персональним комп’ютером.
Слід відмітити, що зв'язок між булевими операціями і діями над графами – дуже важливий.
Програмісти при обговоренні ідей алгоритмів та програм дуже часто «спілкуються» між собою мовою графів. Зображаючи алгоритм розв’язування задачі обов’язково використовується диз’юнкція, кон'юнкція, заперечення. Кожний програміст вільно володіє як мовою графів, так і мовою булевих алгебр. Сьогодні ці дві окремі гілки математики дуже зблизились при управлінні роботою персонального комп’ютера.
Рекомендовано вчителям математики загальноосвітніх шкіл.



На математичних олімпіадах часто бувають задачі логічного характеру.
Розглянемо одну з них: 
Перед змаганнями по волейболу серед учнів старших класів вболівальники зробили припущення про те, команда з якого класу займе яке призове місце.
Ваня: восьмий – І місце, десятий – ІІ місце
Влад: сьомий – І місце, одинадцятий – ІІІ місце
Сергій: сьомий – ІІ місце, десятий – ІІІ місце.
Після закінчення змагань вияснилося, що кожний з них в одному з двох своїх припущень був правий, а в іншому – ні. Хто ж з учасників зайняв І, ІІ, ІІІ місця?
Розв’язуючи задачу методом «алгебри висловлювань» почнемо з того, що введемо змінні, які позначають кожне із припущень.
В1 – «Восьмий займе І місце»
Д2 – «Десятий займе ІІ місце»
С1 – «Сьомий займе І місце»
О3 – «Одинадцятий займе ІІІ місце»
С2 – Сьомий займе ІІ місце»
Д3 – Десятий займе ІІІ місце»
Кожна з цих змінних може мати два значення – «істина» (1) і «фальш» (0). Це булеві змінні.
Запишимо формули, які виражають кожне припущення. Припущення Вані можна записати формулою:
 , яку можна прочитати, як фразу: «Відбудеться одне з двох: І місце займе восьмий клас, а десятий не займе ІІ місце, або ж десятий займе ІІ місце, тоді восьмий не займе І місце».
Аналогічно виписуємо припущення Влада і Сергія:
 
 
Розв’язуємо отриману систему рівнянь. Розв’язування заключається в тому, що перше з рівнянь логічно «множимо» на друге.

Отримаємо:

Очевидно, що перший доданок потрібно виключити, бо таке припущення не відповідає умові розприділення місць, адже дві команди не можуть зайняти І місце. Тому загальне припущення Вані і Влада буде мати такий вигляд 

Якщо перемножити отриману формулу на третю, то отримаємо:

П’ять останніх доданків не відповідають умові задачі. 
Тому залишається тільки 
 , що розшифровується у вигляді фрази:
І місце – В1 – восьмий клас
ІІ місце – С2 – сьомий клас
ІІІ місце – О3 – одинадцятий клас
Цю ж задачу можна розв’язати за допомогою вимальовування графа – дерева.
Креслимо граф, який виражає зв'язок двох змінних В1 і Д2– припущення Вані. (Правильне одне з двох тверджень або В1=1 або Д2=1) мал.1.
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Потім приєднуємо припущення Влада (Мал. 2.).
А потім приєднуємо припущення Сергія (Мал. 3.).
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		     Мал. 3.
Тільки одна вітка (вона виділена) відповідає всім умовам задачі. Рухаючись по цій вітці ми отримуємо «логічний добуток» змінних В1, О3 і С2. Це й вказує яке місце зайняла в змаганнях кожна з команд. А саме:
І місце – восьмий клас
ІІ місце – сьомий клас
ІІІ місце – одинадцятий клас
В задачі, яку ми розглядали, варто віддати перевагу графічному методу, завдяки якому наглядно і просто отримаєм розв’язок задачі. Але не варто думати, що графічний спосіб завжди простіший, ніж аналітичний. Аналіз вже накресленого дерева не завжди легко зробити. А головне – не завжди легко і просто накреслити дерево, яке відповідало б усім логічним зв’язкам в умові задачі.
А тепер – дещо з основ булевої алгебри.
В матлогіці, головним чином, в такому її розділі як «алгебра висловлювань» важливу роль відіграють булеві функції: кон’юнкція (логічне «і»), диз’юнкція («або»), заперечення. Справа в тому, що дії «множення» і «додавання» виконуються не за правилами звичайної арифметики, а за правилами булевої алгебри.






Таблиці істинності
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Заперечення (Не) 

	А
	

	0
	1

	1
	0












Булеве множення
(кон’юнкція)
	А
	В
	АВ

	1
	1
	1

	1
	0
	0

	0
	1
	0

	0
	0
	0




( і )




Булеве додавання 
(диз’юнкція)
	А
	В
	А + В

	1
	1
	1

	1
	0
	1

	0
	1
	1

	0
	0
	0





(або)

При кон’юнкції результат дорівнює нулю, якщо хоч один множник дорівнює нулю. Тобто кон’юнкція дорівнює найменшому із значень А і В. Це правило у скороченому виді можна записати так:
 
При диз’юнкції результат дорівнює одиниці, якщо хоч один доданок дорівнює одиниці. Тобто, диз’юнкція дорівнює найбільшому із значень А і В. Це правило у скороченому виді можна записати так:
 А+В=.





Графічно  булеві формули можно зобразити так:
•

А
•
•
•
•

В
А

В
•

«і» кон’юнкція	  

«або» диз’юнкція


Властивості:
  , 
 
   — заперечення кон’юнкції дорівнює диз’юнкції заперечень. 
•

•

					•
В
А
•
•

                          				        •

	


      — заперечення диз’юнкції дорівнює кон’юнкцій заперечень.

 				А
•
•
•
•
•

	  В
•


			

Розглянемо ще декілька аналогічних задач, які зустрічаються в математичному конкурсі         « Кенгуру».
Задача 1.
        Три спортсмени Кен, Гу і Ру взяли участь у марафоні. Перед змаганнями четверо друзів обговорювали шанси цих спортсменів на перемогу. Перший сказав: « Переможе або Кен або Гу». Другий сказав: «Якщо Гу прийде другим, то Ру переможе». Третій сказав: « Якщо Гу прийде третім, то Кен переможе». Четвертий сказав: « Або Гу , або Ру буде другим».                                   
      По закінченню марафону виявилося, що усі чотири твердження справдились. У якому порядку спортсмени фінішували?

Розв’яжемо задачу за допомогою побудови графа. Зобразимо висловлювання кожного вболівальника: 


Перший:                •
•

Г1
К1

•





то
якщо
•
•
•

Другий:                        Р1
Г2



•
то
якщо
•
•

Третій:               К2
Г3


•
•


Четвертий:  •
Р2
Г2





Виходячи з вище сказаного отримуємо граф:

Г1
К1
Г1
К1
Р1
Р1

	
Г2
К2
К2
Р2
Р2
Г2

Г3
К3

Р3


Якщо всі твердження вірні, то на графі єдина правильна вітка К3 Р2 Г1, що означає, що спортсмени фінішували в тому порядку:
Гу – перший,
Ру – другий,
Кен – третій

Задача 2
Четверо братів Андрій, Богдан, Василь і Григорій різного зросту. Вони стверджують наступне: 
Андрій – « Я не найвищий і не найнижчий».
Богдан – « Я не найнижчий».
Василь – « Я найвищий».
 Григорій « Я найнижчий».
Хто з них насправді найвищий, якщо лише один із них говорить неправду?
       Задачу легко розв’язати, використовуючи метод графів. Зобразимо твердження кожного з хлопців.
     Нехай  1 місце – найвищий,   4 місце – найнижчий.
 Тоді твердження Андрія « Я не найвищий і не найнижчий» можна трактувати як « Я займу друге або третє місце»
  Позначимо твердження Андрія літерою А з індексом, залежно від місця. У вигляді графа це можна зобразити так:

якщо твердження істинне
А3
А2



якщо твердження хибне А4
А1




Твердження Богдана ( Б ) матиме такий вигляд:

Б4
Б3
Б2
Б1



якщо твердження істинне                     якщо твердження хибне 



Твердження Василя (В) накреслимо таким чином:
В3

В4
В2
В1



якщо твердження істинне                                якщо твердження хибне


Твердження Григорія ( Г ) зобразимо так: 
Г3
Г2

Г1
Г4



якщо твердження істинне                                якщо твердження хибне
 
За умовою задачі лише один говорить неправду. Тому треба розглянути чотири випадки:       (один говорить неправду, три інші – правду).
 
Випадок 1 
Якщо неправду сказав Андрій, дерево-граф матиме таки вигляд:


А1
А4
А4
А4
А1
А1
•
•
•
•
•
•

•
•
•


Б3
Б1
Б2

•


В1

•



Г4

•[image: ]



З малюнка видно, що жодна з гілок  графа не задовольняє умову задачі.
Випадок 2 
Якщо неправду сказав Богдан, дерево-граф матиме таки вигляд:•

•


А3
А2


•


Б4


•



В1

•



Г4

•




І в цьому випадку також умова задачі не задовольняється.


Випадок 3 
Якщо неправду сказав Григорій, дерево-граф матиме таки вигляд:

А3
А2

А3
А3
А3
А3
А3
А3
А3
А3
А2
А2
А2
А2
А2
А2
А2
А2



Б3
Б2
Б2
Б1
Б1

Б3
Б3
Б2
Б1

•
•
•


Г2

Г3
Г1
•



В1

•




І в цьому випадку також умова задачі не задовольняється.

Випадок 4
Якщо неправду сказав Василь, дерево-граф матиме таки вигляд:
А3
А2

А3
А3
А3
А3
А3
А3
А3
А3
А2
А2
А2
А2
А2
А2
А2
А2

•
•
•
•
•
•
•
•
•


Б3
Б2
Б2
Б1
Б1

Б3
Б3
Б2
Б1

•
•
•


В3

В4
В2
•



Г4

•




З графа-дерева видно, що умову задачі задовольняють дві гілки ( 2 варіанти): Г4 В2 Б1 А3               
 і   Г4 В3 Б1 А3  . В обох випадках на першому місці Богдан ( Б ) , тобто Богдан – найвищий.                    
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