ГОТУЄМОСЬ ДО ЗНО
ГРАФІЧНИЙ МЕТОД У ЗАДАЧАХ З ПАРАМЕТРАМИ
Візуалізація досліджень за допомогою елетронного ресурсу
Брюхань Л. М. , м. Тернопіль
Сучасне суспільство опинилося в умовах насиченої пропозиції усіляких електронних освітніх ресурсів, програм, без яких сучасний учень не уявляє вже своєї навчальної діяльності. Та й оновлення змісту освіти вимагає пошуку нових форм і методів навчання. Діяльність вчителя і учня має бути спрямована на курс освоєння математичних знань через новітні освітні технології, використовуючи електронні інструменти та онлайн-ресурси. Цього вимагає час, в якому живе сучасний учень. Він вже не готовий і не розуміє , чому навчання має відбуватися згідно старих концепцій. Наявність портативних пристроїв, мобільних додатків зумовлюють науково-методичний пошук у напрямі використання предметно окреслених програмних середовищ, серед яких у галузі математики програма GeoGebra.
У цій статті я пропоную один із шляхів як допомогти учню засвоїти графічний метод у задачах з параметрами, використовуючи електронний ресурс, який дасть можливість візуалізувати математичні висновки та стати передумовою розвитку дослідницьких якостей школяра. Навчитись розв’язувати задачу з параметром входить в амбітні плани учня, котрий хоче бути конкуретно сильним, хоча б навіть у рейтингу результатів при вступі у вищі навчальні заклади, бо ця задача вже не один рік присутня у тестах ЗНО з математики.
От, наприклад, на пробному ЗНО 2015 року була запропонована задача, розв’язок якої я поклала на мову середовища GeoGebra і використовую його під час навчання випускника. Читачу пропоную звернутись до моєї статті «Графічний метод у задачах з параметрами. Візуалізація досліджень за допомогою елетронного ресурсу», яка була надрукована видавництвом «Основа» у журналі «Математика в школах України» , квітень 2019, №10-12,с. 35-39., оскільки там була проведена пропедевтична робота, на основі якої будуть базуватись  розв’язки наступних задач з використанням електронного ресурсу. 

ЗАДАЧА 1. Знайти всі а, при яких рівняння має єдиний корінь (задача пробного ЗНО 2015 року).

Відповідь..
[image: параметр5]    [image: параметр53333]
     Рис. 1.                                                                Рис. 2.




На рис.1-3. зображено графік лівої частини коло (пригадати з учнями, як знайти центр і радіус кола:Після виділення повного квадрату відносно х, отримаємо рівняння півкола з центром (9;0) і радіусом R=3). На рисунках зображено центр у точці (9;0), однак тут знову ж таки пораховано автоматично, радіус 3 одиниці. На повзунках зафіксовано значення параметрів, при яких зроблено висновок щодо відповіді. На рис. 3 показано, що до розв’язків будуть включені всі значення параметра, що відповідають проміжним положенням прямої , між зафіксованими прямими DA і DB ().

На рис. 4. показано, як використовуючи інструмент «Залишити слід» для прямої, можна дослідити ті положення, які будуть давати розв’язки і водночас візуалізувати їх динамічно. Добре проілюстровано поворот прямої навколо точки D. 
     [image: параметр522] [image: параметр55]  
     Рис. 3.                                                                      Рис. 4.
Проілюструвавши зручність зчитування і аналізу інформації за допомогою електронного середовища, в якому всі розрахунки відбуваються автоматично, наступним завданням учителя є працювати з учнями у стилі ЗНО:
Найперше знайти значення параметра a в момент дотику , наприклад, засобами геометрії:
 [image: геометр розрах]


Кутовий коефіцієнт прямої DE k=a, з трикутника KEO(<E=900) Таке значення параметра дає положення дотику, що задовольняє запитання задачі.


Положення прямої DA є таким, що точка задовольняє рівняння 


Положення прямої DB є таким, що точка задовольняє рівняння  Всі значення параметра, що відповідають проміжним положенням прямих між прямими DA і DB та положення прямої DB задовольняють запитання задачі. Звідси формуємо відповідь.

ЗАДАЧА 2. Скільки розв’язків в залежності від параметра с має система рівнянь 

ВІДПОВІДЬ: 1) якщо , то рівняння має чотири розв’язки;

                          2) якщо, то два розв’язки;

                          3) якщо , то один;

                         4) якщо , то розв’язків немає.
Дана система рівносильна такій

 
Остання система рівносильна сукупності систем 

. Візуалізацію графічних образів рівнянь цих систем виконаємо у середовищі GeoGebra в площині XOY (рис. 5.), при умові, що сукупність систем від параметра с не залежить, тобто на повзунку параметра значення с=0.
[image: Безымянный1]
                         Рис. 5.

Друге рівняння кожної системи від параметра с не залежить, тому їх графічні образи будуть нерухомі, а парабола, що є образом другого рівняння кожної системи буде змінювати своє положення паралельним перенесенням вздовж осі OY. На цьому етапі вже можна підключити динамічний рух параболи в середовищі програми, для того, щоб виконати візуалізацію кількості розв’язків сукупності (рис. 6-9). Вчитель має забезпечити учневі розуміння, як знаходити значення параметра с, що відповідає його положенню на повзунку (положення дотику параболи до прямої), використовуючи аналітичне дослідження: або за поняттям похідної, або дослідивши рівняння на існування одного розв’язку, коли D=0. Спосіб відшукання значення 0,25 параметра с (рис. 6) залежатиме від того , скільки знає учень або від того, якого року навчання він є.[image: Безымянный22]      [image: Безымянный3]
   Рис. 6.                                                             Рис.7.









Відштовхнувшись від значення с=0,25, робимо висновок, про значення параметра, при яких задача розв’язків не матиме (рис.7). Знову досліджуємо, коли графік функції  і прямої  мають тільки одну спільну точку ( значення параметра с під час дотику знайдемо за допомогою похідної: ,, ,  - точка дотику , яка належить і параболі , тобто -0,5=0,25+с, звідси с=-0,75 ). Значення параметра с=-0,75 вказано на повзунку (рис. 8.) і дає дотик параболи до прямої , а для сукупності це є випадком наявності двох розв’язків..
[image: Снимок6]   Рис. 8.



На рис. 9 , при значенні параметра , сукупність матиме чотири розв’язки. У середовищі GeoGebra дослідження значення параметра, від якого залежить кількість розв’язків системи, відбувається динамічно при зміні положення повзунка, а тому вчитель має навчити виражати розв’язки як залежності від с (наприклад, щоб знайти х1 і х2 необхідно розв’язати рівняння , а розв’язки х3 і х4 шукають, розв’язавши рівняння ).
[image: Снимок9]
      Рис. 9.

ЗАДАЧА 3. При всіх значеннях параметра а розв’язати нерівність .
ВІДПОВІДЬ:
1) 
 якщо , то нерівність не має розв’язків;
2) якщо a=-1,25 має розв’язків один розв’язок x=-0,5;
3) якщо a=1,25 має розв’язків один розв’язок x=0,5;
4) 

якщо , то ;
5) 

якщо , то 
6) 

якщо , то 
Можливості динамічного середовища GEOGEBRA дають молижвість навчитись оперувати графічним методом до розв’язування окремих типів рівнянь у площині Xoa.

Дана нерівність буде рівносильна системі Графічні образи цих систем зображено на рис. 10,11.[image: 9]         [image: Снимок]
Рис.10	.							Рис.11.


На цих же рисунках вказані проміжки для параметра а , на яких задача розв’язків немає (ліва межа проміжку на рис.10. – це  права межа проміжку на рис.11. – це ).
[image: 2]       [image: Снимок1]
Рис.12.							Рис.13.
Є такі значення параметра а, при яких задача має один розв’язок (рис.12,13).                                                          [image: 4]             [image: 5] 
  Рис. 14.							Рис.15.
Завдання вчителя доступно, за допомогою динамічної зміни положення прямої а=а0, навчити учня знаходити розв’язки системи, як проміжки на яких виконаний відповідний графічний образ. На рис.14. пряма а=а0  на проміжку





 (-1,25;-1] осі Oa, параболу перетинає в точках , ( - розв’язки рівняння ), а відповідний образ на проміжку . На рис.15. пряма а=а0  на проміжку 










(-1;1) осі Oa, параболи перетинає в точках , , (де  - розв’язки рівняння ), а відповідний образ на проміжку . На рис. 16. пряма а=а0  на проміжку [1;1,25) осі Oa, парабола перетинає в точках , , (де  - розв’язки рівняння ), а відповідний образ на проміжку .

[image: 7] 
Рис. 16.
Здобувати математичну освіту цікаво, бо є інструменти, що допомагають її теоретичні основи візуалізувати і простіше створювати мисленєві образи, без чого не можливий процес мозгової діяльності людини у галузі математики. Використання програми динамічної математики до розв’язування задач не тільки демонструє допитливому учню іноваційний шлях застосування новітніх електронних пристроїв, а й формує позитивне ставлення до навчального процесу з математики, як науки про моделювання та дослідження. 
Від автора: Шановна редакціє, до публікації додаю файли мультимедіа підтримки вище наведеного матеріалу створені у математичному динамічному середовищі GEOGEBRA . Це стане можливістю для створення вами посилання на ці файли, створить ефективність поширення отриманого мною досвіду, доповнить рубрику підготовки до ЗНО, стане у нагоді при підготовці до нього. Читачу: рисунки виконані як експорт із середовища GEOGEBRA. Тому всі файли можна переглянути за відповідним посиланням.
[bookmark: _GoBack]https://drive.google.com/drive/folders/1FGwff-E6frUZK3odYfFDCZpK3QNkeMSD?usp=sharing
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